Corrigé Mines Ponts 2025 Maths 1

Partie 1. Polynomes réciproques

1 P P
1 > Remarquons que XPP(—) =y apXP7F = > ap X"
X/ i k=0 )
Alors par unicité des coefficients d’un polynéme, P(X) = X? P (}) si et seulement si Vk € [0, p], ax = ap—k.

I Ainsi P est réciproque si et seulement si Vk € [0, p], ar = ap—g.
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Donc XpP(}) =apl_{(1—>\¢X) ‘.

© Supposons que P est réciproque.
D’aprés la question précédente, ag = a, et a, #0. Donc ag # 0 et 0 n’est pas une racine de P.
| Ainsi Vi e [1,d], A 0

o Supposons que P est réciproque.

d . d d 1\
Alors d’aprés la premiére partie de cette question, P(X) = a, [[ (1 - \X)™ = (-1)a, (H )\i) (X - /\—) .
1 ;

i=1 =1 2

1
Donc pour tout i de [[1,d], x est racine de P de multiplicité m;.

3 > Supposons que Q) est antiréciproque.

o En évaluant en 1 la relation vérifiée par @, Q(1) = -Q(1). Donc Q(1) = 0.
IAinsi 1 est une racine de Q.

¢ Comme 1 est une racine de @, il existe un polynome P tel que Q(X) = (X - 1)P(X).
Si @ est un polynéme de degré 1, alors P est un constant.

1
Si le degré de @ est supérieur ou égal & 2, alors le degré de P est p—1 et Q(X) = -XPQ (Y)

Or XPQ (%) = X? (% - 1)P(%) =—(X - 1)Xp‘1P(%) et Q(X) = (X -1)P(X).

Donc P(X) = XP7'P (f) ou encore P est réciproque.

I Ainsi il existe un polynéme P constant ou réciproque tel que @ = (X - 1)P

4 > D’aprés la propriété vérifiée par R, il existe un complexe ¢ non nul, des entiers m et m’, un entier r et des
complexes aq,...,a, et des entiers non nuls my,...,m, tels que

ROX) =X 17 (60 ) T O™ (- )

En développant cette expression, le coefficient constant de R est (-1)"c.
Cependant R peut aussi s’écrire sous la forme factorisée suivante

2r+m+m’
R(X)=c H (X — )"
i=1
ol A1, ..., Q2 +m+m’ SONt les racines de R et p1, ..., fh2r+m+ms leur multiplicité.

2r+m+m’
Alors en développant cette expression, le coefficient constant de R est ¢(—1)2"+™*™ H Q.
i=1



5 >

Or c#0.
I Donc le produit des racines de R comptées avec multiplicités, ne peut prendre que les valeurs 1 ou —1.

P | 1\™
Avec les notations de la question précédente, R(X) = ¢(X - 1)™(X +1)™ [](X —a;)™ (X - —) .
i=1 a;
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= (-D™R(X)

I Donc R est réciproque ou antiréciproque.

Partie 2. Le cas diagonalisable.

Soit A une matrice appartenant & GL.,,.

6 >

7>

Soit 2 un nombre réel non nul.

det(zl, — A) = det (—mA (—A’l , 1Jn))
X

(—x)"det(A) det (%[n _ A—l)

Ainsi Yz € R*, det(xl, — A) = (—x)" det(A) det (lIn - A_l).
%

et que deux matrices semblables ont méme déterminant.

1
det(A)

1
o Rappelons que det(A™") = det(A)
e

Donc si A et A™! sont semblables, alors det(A) =

ou encore det(A)* =1.

| Ainsi det(A) € {-1,1}.

o Rappelons que deux matrices semblables ont méme polyndéme caractéristique.
1
Donc d’apres la question 6, x4(X) = X" (-1)"det(A)xa (;)

Or det(A) = +1.
I Donc x 4 est réciproque ou antiréciproque.

Comme B est diagonalisable, B est semblable & une matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont
les valeurs propres de B apparaissant autant de fois que la dimension du sous-espace propre associé.

Or les valeurs propres de B sont les racines de x g et la dimension du sous-espace propre associé est égal
a lordre de multiplicité.

1
Si xp est réciproque, alors d’aprés la question 2, toute racine a de xp est non nulle et — est racine de xp
a

de méme multiplicité que a.
Si xp est antiréciproque, alors d’apreés la question 3, il existe un polynéme P constant ou réciproque tel

1
que xg = (X —1)P. Donc d’aprés la question 2, toute racine a de P est non nulle et — est racine de P de
a

méme multiplicité que a. Il en sera de méme pour xp car 1 est son propre inverse.

Ainsi il existe des entiers m, m’ et r, des complexes non nuls Aj,...,\, et des entiers non nuls m1,...,m,
, T 1 m;
tels que xp(X) = (X -1)"(X +1)" [J(X - x)™ (X - /\—) .
i=1 i

Donc 0 n’est pas racine de yp. | Ainsi B est inversible.

I, [0 0

0 -1 0

0._ )\1Im1

Et B est semblable a4 | A%Iml-"'--




9>

Avec la méme matrice de passage, B! est semblable a

I, O v e eeee e e e
0 -IL, 0.
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: 0 /\—TImT
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Car si v est un vecteur propre de B associé a la valeur propre a, alors v est un vecteur propre de B!

associé a la valeur propre —.

a
En intervertissant dans la matrice de passage les colonnes des vecteurs propres associés a \; avec celles

des vecteurs propres associés a o les matrices

I, 0 PSP 0
0 ~Lw O :
S0, Ml el :
1 .

.. ..>\_1]m1 E

0 MIm, 0
0T 0 /\L]m

semblables.
I Donc B et B~ sont semblables.

1 0

0 1
Remarquons que FE2(B) = Vect( ol:lo ).

0/ \0

et

I, 0 P 0
0 Aw 0 :
I e AN :
)\1[m1.."‘~. :
0 L., 0
0 PSS 0 NI,
0

Et rappelons que Eo (B_l) = F1(B). Donc E; (B_l) = Vect( (1) ).
2

0

Ainsi la dimension de F3(B) et la dimension de Fs (B_l) sont différentes.
Or si deux matrices sont semblables, elles sont les matrices d’'un méme endomorphisme dans deux bases
différentes, elles ont donc méme valeurs propres et les sous-espaces propres ont méme dimension.

I Donc B et B™! ne sont pas semblables.

Partie 3. Produits de matrices de symétries.

10 > ¢ Remarquons que S251A4 = 55515152 = 551,55 = I,,. IDonc A est inversible d’inverse S5.S;.

11 >

12 >

o Remarquons que S5 ASy = 52515255 =.5557.
Or S5 est inversible d’inverse lui-méme.
| Donc A est semblable & son inverse.

Supposons que A = 5155 o1 Sy et Sy sont des matrices de symétries.

Soit A’ une matrice semblable & A.

Alors il existe une matrice P inversible telle que A’ = PAP™!.

Posons S = PSP~ et Sh= PSy P,
Alors 5755 =A'".

Et (S])* = PSiP ™ =1, et (S5)* = PS3P' = I,. Donc S| et S}, sont des matrices de symétrie.
Ainsi si A est un produit de deux matrices de symétries, alors toute matrice semblable a A est

aussi un produit de matrices de symétries.

QP 0
0 PQJ)

o Remarquons que S; = (

I Donc S est une matrice de symétrie si et seulement si QP = PQ = I,,.

0 PC

o Remarquons que Ss = OB 0

En utilisant la caractérisation obtenue précédemment,
I S5 est une matrice de symétrie si et seulement si QBPC = PCQB = 1I,,.

sont



13 > Supposons que C' est semblable & B~*. Alors il existe une matrice R inversible telle que C' = RB™'R™L.

-1
Posons alors Q = R et P = R™*. Donc QP = PQ = I, Donc S; = (]g RO
Et QBPC = PCQ@B = I,, donc S, = S1 A est aussi une matrice de symétrie.

Alors A = 5155. I Donc A est le produit de deux matrices de symétries.

) est une matrice de symétrie.

Partie 4. La matrice J,()).

14 > Comme g™ # 0, alors il existe un vecteur non nul e de E tel que ¢" ! (e) # 0.
n—1 .
Soit (a, ..., ap-1) un n-uplet de C tel que ) a;g'(e) =0.
i=0
Supposons que {i € [0,n — 1], a; # 0} soit non vide et notons iy sont plus petit élément.
n-1
Alors ) a;g'(e) =0.
i=ip
En composant cette relation par g™ 7%, Z ;g™ (e) = 0.
i=1g
Or Vizig+1, g" 7% (e) = 0.
Donc a;,¢g" *(e) = 0. Or g"!(e) # 0. Donc «, = 0.
Ainsi Vi € [0,n - 1], ; = 0 ou encore la famille (¢ *(e), 9" %(e),...,g(e),e) est libre.
De plus elle contient n éléments et la dimension de F est n. Donc la famille (¢ (e), " %(e), ..., g(e), €)
est une base de F.
I Et la matrice de g dans cette base est N.

15 > ¢ La matrice J,(\) est triangulaire supérieure. Or ses coefficients diagonaux sont tous égaux a A qui est
non nul.
IDonc Jn(A) est inversible.

o
n-1 1 k n-1 1 k-1 n-1
Remarquons que (AL, + N) ) (—fN) = - ( 7) NF 4+ ( ) N+
=0\ A o\ A k=0
n—1 1 k-1 n k-1
IR RO
o\ A k=1
1 n-1
= |-= N"+ I
( )\) '
= A,
-1 XS I N IR
Donc ']n ()\) = X ; ( ) XIn + ];1(—1) )\k+1N .

= 1
Ainsi en posant N Z (-1)* BTN = XI" +N'.

>\k:+1 9

16 > o Remarquons que N’ est une matrice triangulaire supérieure stricte. Donc (N')" = 0

k+1
Qcvvnn- 0. 1. 0:-- 0
: S0
o Comme pour tout entier naturel k de [1,n - 1], N* = e 1|k+1 .
0
0 P 0




-1 1 (_1)n—2 (_1)n—1
A2 ) F ) \n-1

)\n
(_1)71—2
)\n—l

Alors N’ =

Donc la surdiagonale de N' est non nulle. Alors N""! % 0.

Alors d’aprés la question 14, N’ est semblable & N. Alors il existe une matrice P inversible telle que

P(Jn (%) - %In)P‘l =J'(\) - %In

1 1
ou encore en développant et en simplifiant P.J,, (X) Pt=Jt(N). | Donc J,,(A\)™! est semblable & J,, (X)

<

17> o YPeC,1[X], s5(P) = s1(P(-X)) = P(X).
Donc s% =Idc,_,[x]-
o VPeC,1[X], s3(P) =s2(P(1-X))=P(1-(1-X))=P(X).
Donc sg =Idc,_,[x]-
o VPe (Cn—l[X]a S1 OSQ(P) = Sl(P(l —X)) = P(l +X)

I Donc sy 053 =g +1Idc,_,[x]-

d
18 1> Soit P un polynome non constant. Notons P(X) = Z e X® avec cq =0 et d > 1.
k=0
P(X +1) et P(X) sont de méme degré.

Donc g(P) est un polynéome de degré inférieur ou égal a celui de P.

d
g(P)X) = Ye(X+1) =3 e X”
k=0 k=0
= Zd:cki(]?)Xi—chXk
k=0 =0 \! k=0

Or ¢q # 0. IDonc g(P) est de degré d - 1.

19 > Remarquons que ¢" =0 et que ¢" ™' % 0.

d-k sid=deg(P)>k
sid<k

Donc d’aprés la question 14, la matrice de g dans une base adaptée est N.

Or d’apres la question 17, sy 059 =g +1dc,_,[x] et s1 et s2 sont des symétries.

Alors J,(1) est la matrice de s1 o so dans une base adaptée.

I Ainsi J, (1) est un produit de deux matrices de symétries.

En effet, par récurrence, le degré de ¢*(P) est




Partie 5. Une caractérisation des matrices semblables a leur inverse.

20 >

21 >

Comme A est inversible, alors pour tout entier ¢ de [1,r], A; # 0.

7

1
Alors pour tout entier 7 de [1,7], d’aprés la question 16, J,;,l()\i) est semblable & J,, ()\—), alors il existe

1
une matrice P; de GL,, tel que J,, (—) = PiJ;il()\i)Pi_l.

Ai
J;ll()\l) Orevevnenanns 0
-1 :
Remarquons que A"™! = O .. an (A2) N g
0 s S0 O
Pi 0:ee--- 0 Pt 0
’ : -1 :
Etsi P = 0 P2 0 , alors P! = v P2 0
O vennns 0 P O.vevnnnls 0 P!
I, (A%) (P 0
1) .
Alors PA™'p~1 = OJM (E) 0
O e 0 Jn, (/\1)
Or A est semblable & A”. Donc A™! est semblable a A'L.
1
T, (AT) 0rvemnene 0
0. Ju () .
Ainsi A™! est semblable a D ’ ()‘2 ) 0
Ol 0 Jn, (A%)

Quitte a réordonner les vecteurs de la base, on peut supposer que A1, Ao, -+, A, sont ordonnés tels que les
premiéres valeurs soient égales a 1 si 1 est une valeur propre A, les suivantes égales & —1 si —1 est une

. ) 1 s .
valeur propres de A et ensuite que les valeurs propres sont regroupées par \; et X (car d’apres la question

3
1
7, si A est une valeur propre de A, X aussi).

Ainsi A est semblable & une matrice par bloc, dont les blocs sont soit des matrices de la forme J, (1),

Jn(-1) (J"(A) 51))
»(=1) ou 0 7 (5 )

A
D’aprés la question 19, J,(1) et J,(-1) sont le produit de deux matrices symétriques.
Jn(N) 0
1 n
Comme J,, () et J, (X) sont semblables, d’aprés la question 13, ( 0 J (1)) est le produit de deux
"\

symétries.
I Ainsi par produit par bloc, A est un produit de deux matrices de symétries.




