Mines-Ponts PC1 25 : un corrigé

P
1) Soit PeC[X], dedegré peN'. Onnote P:ZakX" ,avec a, #0.

k=0

On note alors S(X) = X”P( j ZakX”k ]

On fait un changement d’indice en posant ¢ = p—k : S(X) = X”P( j Zap ka

Si  Pest réciproque, alors P=S, donc par unicité des coefﬁments d’un polynome, on a bien
Yk eﬂO,p]],ak =a

Réciproquement, si Vk [0, p].a, =a

p=k*

,i»alorsona P=S,donc P estréciproque.

Donc ‘P est réciproque si et seulement si Vk [0, p].a, =a,_, |

d d
2) On suppose ici P = apH(X -A)" ,avec p=deg(P)= Zml. .

i=1

d d m; d
Alors X” =]]Xx™ , donc X”P( j apHXm’ [——ﬂj =a,[](1-x2)"
i=1

i=1 i=

d
On a donc X”P( j a,[J(1-Xx4)"
i=1

On suppose que P est réciproque. Le produit des racines de P qui est scindé vaut (—1)” % (=1)” #0 (on
a
P

sait avec 1) que a, =a, ). Donc toutes les racines de P sont non nulles|.

d d d
En outre, P(X) = X”P( J a,[J0-Xx4)" "pH&m‘H[——XJ
i=1

i=1 i=1 i

Done P(X)Zap(—l)p(_l)pﬁ[‘x_ﬂi] [ . Si iel[l,d]], P(X):{X—%] ’T,avec T{%Jio.

i=1 i i

1 . e
Donc jpour i € ﬂl,d ]] T est racine de P avec la multiplicité m;, |

d

3) On suppose que Q est antiréciproque. On a alors Q(X)=-X" Q(%j , donc en particulier Q(1) = -Q(1)

done ()0 <

11 existe donc un polyndéme P tel que O = (X —1)P
e Si p=1,alors deg(P)=0 et P estconstant.
e Si p>2,alors deg(P)=p-121.

On calcule X”Q(%j =X’ [%—IJP(%)z —(X—l)XPIP(%)

Comme Q est antiréciproque, il vient (X —1)P(X) =(X —I)XPIP(%j .

On a donc (X—l)[P(X)—X“P[%D:O, donc si on note 7(X)=P(X)-X" IP[XJG(C[X] il vient

Vz#1,T(z)=0.



Donc T a une infinité de racines et 7 =0, donc P(X)—- X" IP[%j et P est réciproque.

Donc ‘il existe bien P constant ou réciproque tel que Q = (X — 1)P|

4) Onnote U I’ensemble des racines de R distinctes de 1 et de -1.
Si A estune racine de R, on note m(A)sa multiplicité.

On note m(1)la multiplicité¢ de 1 comme racine de R (éventuellement m (1) =0 si 1n’est pas racine de R).
De méme pour m(-1).

On pose V' ={/I eU,|/1|>l ou EIHe]O,;r[,/lzeig} et W ={/I eU,|/1|<1 ou E!He](),/r[,/lze’m} )

On a alors U =V UW et la réunion est disjointe.

Donc le produit des racines de R vaut 7 = lm(l)(—l)m"l)H/lm“") H AR

eV AeW

Montrons par double inclusion que W = {%, Ale V} .

oSi AeV, AeU,donc %eU(car%e{—l,l}),et — <louEIHe]O,7r[,%=e”'9,donc %EW

cSipueW, uelU ,donc ieUe‘[ leV,doncenposant /I:l,onabien y:%,avec Ael.
u u u

m(1/2)
Onadonc 7= (—l)'”(”H/l'”WH(%j .

eV eV
Mais par hypothése, si A eV ,m(A)=m(l/A),donc 7 =(-1)""" e {—1,1} .

IDonc le produit des racines de R ne peut valoir que 1ou —1|.

d
5) On prend les mémes notations et on écrit R = apH (X=2)" ,ou deg(R) = p et 4,..., A, sont les racines
i=1

distinctes de R , de multiplicités respectives m,,...,m, . Avec ce qui a ét¢ expliqué au 4), ces racines sont aussi

1 . d 1"
les {—J , avec les mémes multiplicités. Donc R = apH{X ——J .
A Isk<d =l 4

i

Donc comme de (R)—im X”R(Lj—a . X L m’—ali[ 1—£ 5
g 2" e ay Fa) oL 7 .

d i d
Donc X”R(LJ:apH{—i(X—ﬂi)] =(-1)"— 1 a,[[(X-4)" =(-1)"— L Ry,
X i=1 Ai H/fﬂ”z i=1 Hﬂ“’m‘

i=1 i=1

d
Mais avec 4), comme H/ll.m’ est le produit des racines de R , il vient (—1)” — ! e{-11}.

i=1 H li’"z

i=1

Donc |R est réciproque ou antiréciproque|.

6) Soit xeR". det(x/, — A)= det[—x(lA—lnD =(-D)"x" det[A(lln —AID.
X

X

Donc |det (xI, — 4) = (—1)" x" det(4) det [l I, - Alj
x

7) Comme A est semblable a son inverse, elles ont méme déterminant, donc det (A’l) =det(4).

Donc (det(4))” =1 et|det(4) € {~11}

Le résultat du 6) donne alors pour x non nul, en posant & = (—1)" det(4) € {—1,1} :



24(x) = det(xl, = 4) = ((~1)" det(4) ) x" det[ ! I,- Alj =ax'y (l) .
X

X

Mais deux matrices semblables ont méme polynéme caractéristique, donc y, =y ..

Donc Vx#0, y,(x)=ax"y, (l) .
x

Les polyndémes y,(X)et a X"y, (}) coincident donc sur un ensemble infini (ici R ), donc ils sont égaux.

Onadonc|y,(X)=aX"y, (}) et y, est soit réciproque (si a =1), soit antiréciproque (si o =—1)|.

8) On traite d’abord le cas ou y, est réciproque. Alors d’aprés 2), les valeurs propres de B sont non nulles,

donc Best inversible. De plus, Best semblable a une matrice diagonale de la forme

A,
1
—1, 0)
A
D= . Al , avec A4,,..,4, complexes et deux a deux
rod,
_Id,.
(0) 1,
_Id.u

distincts. Ici, si 1n’est pas valeur propre de B, le bloc I, n’apparait pas (de méme si (—1)n’est pas

a
valeur propre de B).
On considere alors f canoniquement associée 8 D . On note C = (e,,..,e, ) la base canonique de C”.

Alors pour ie[[l,dl]],f(el.):Aei , donc f’l(ei):%eiet pour ie[[dl+1,2d1]], f(ei):%ei, donc

fﬁ1 (€)= 4e

On pose alors pour i € [[1,d,] u, =e,, etpourie[d +1,2d], u,=¢_, .

I vient pour i e[Ld, ], /™' (u,) = Au, , etpour i [d, +1,2d,], f’l(u,)zéui,

On procede de méme pour les autres blocs en échangeant les vecteurs propres associés a A, et ceux

associés & —, et sans modifier les vecteurs propres associés a let —1.
k

On construit ainsi une nouvelle base C'= (u,,...,u, ) dans laquelle la matrice de f'est D .

On a ainsi M.(f")=DetM_.(f)=D", donc comme M_.(f)=D, Det D' représentent le méme
endomorphisme dans deux bases différentes, donc sont semblables.

De plus, B est semblable a D, donc il existe P GL,, B=PDP™".

Ainsi, B =PD™" P'et B™' et D' sont semblables.

Ainsi, B™' et B sont semblables et B est semblable a son inverse.

Si y, est antiréciproque, on utilise 3) et on considére P constant ou réciproque tel que y, = (X -1)P.

Alors les valeurs propres de B restent non nulles car les racines de P ne sont pas nulles (s’il en possede).
De plus, on montre de manicre analogue que B est bien semblable a son inverse (le probléme se traite
exactement pareil en ayant augmenté de 11a taille du bloc associé¢ a la valeur propre 1).

Donc | B est inversible et semblable a son inverse]




9) Soith canoniquement associée @ B . On note C = (e,,e,,¢,,¢,) la base canonique de C*. Il vient alors

1
_ -1 _ L
b(e,) = 2e, b(e)=7e b,l(el)zlel oo o
b(e,) = 2e, 1 2 2
b71 =— _ 1 1
ble,)=—e, - donc (@)=3¢ ,bl(ez):EeZ et|B7=]0 5 00
2 -1 -
) b(e) =26, b (e,) = 2e, 002 4
be)=get+e e4:%b’l(e4)+b’l(e3) b (e,) = 2e, ~4e, 000 2
3 % 0 0 00 0 0
0 0 0
3
Deplus, B™'-21,=| 0 > 0 0 et rg(B’1—214)=3.0r B-2I,=|0 o0 _% 1 |,donc
0 0o 0 4 3
0 0 0 0 000 =5

rg(B—-21,)=2.Si Bet B étaient semblables, on aurait Pe GL,, B=PB ' P™'.
Alors rg(B-21,)=rg (PB’1 P - 214) = rg(P(B’1 -21, )P’l) =rg (B’1 —214) car multiplier par une

matrice inversible ne change pas le rang.
Donc on obtient une absurdité et | B n’est pas semblable a son inversd].

10) Soient S,,S, deux matrices de symétries. Elles sont inversibles puisque S, =S,> =1, . Soit 4=S5,S,.
Alors S,5,4=5,5>S,=S,"=1,.Donc 4 estinversibleet 4™ =8,S, .
Deplus, 4=5,8,=85,'S,5,S,=5,"47"S,.

Donc ‘ A =S, §,est inversible et semblable a son inverse‘.

11) Onsuppose 4=3S,S,,avec S;>=S,> =1,. Soit B semblablea A . Alors il existe P e GL, telle que
-1 -1 -1 -1\? 2p-1 A -1)\?
B=PS,S,P" =(PS,P")(PS,P™).Or (PS,P") = PS{P™ =1, et de méme (PS,P') =1,.

Donc B est produit de deux matrices de symétries.
Donc fsi_A est produit de deux matrices de symétries, toute matrice semblable 2 A I’est aussil.

(on P] s [PQ OHJ [on P][B O”J (on ch
12) §, = ,donc §7 = .S, =84= = .
0 0, 0, Op o o0,)l0, ¢) (9B 0,

PCOB 0, , ‘
. On sait par hypothése que P,0Q,B,C € GL,
0 OBPC

n

Donc S, :[

Donc S, est une matrice de symétrie si et seulement si 0= P"'.
. . o L . |pcP'B=1,
Donc si S, et S, sont des matrices de symétrie, alors O = P~ et | .
P'BPC=1,
-1

Donc {C = (P’IBP)

—pP'BP B=(PCP” )’1 —pCp!
, donc
I =1

I =1
Réciproquement, on suppose que Q=P 'et C=P'B'P.
Alors S? =1, et PCOB=QBPC=1,,donc S; =1,,.

0=Pp"
c=P'B'P|

Donc S, et S, =S,4 sont des matrices de symétries si et seulement si {

13) On suppose C semblable & B™'. Alors|soit P e GL, telle que C=P'B"'P.Onpose Q=P".

4



0, P
On considére S, :(Q" 0 j et S,=8,4. Alors avec 12), S; =S, =1, et S, et S, sont des matrices de

n

symétrie. Dés lors, il vient S,S, =S4 =4 et |4 est un produit de matrices de symétries|.

14) On cherche une base B =(e;,e,,....¢,) de E telle que Vj e[[l,n—1],g(e,) =e,,, et g(e,)=0,.

g(el) =e,
2
e)=e
On veut ainsi g 1,) }
gnil(el) = en

Comme g""' # 0,z » on peut considérer e, € E tel que g (e)#0,.

On se place dans B = (e,,g(e,),...&" " (¢)) . On veut montrer que c’est une base de E . Comme elle contient
n = dim(E) éléments, il suffit de prouver qu’elle est libre.

Soient a,,...,, , € Ctels que aye +a,g(e)+...+a, g" " (¢)=0,.

Si on applique g"', comme Vk >n,g" =0, ,,, il vient ,g""'(¢,)=0,, donc &, =0.

On peut procéder par récurrence forte. On préfére poser 4 = {k S [[O,n - 1]] NS 0} .

Si par I’absurde 4 # &, alors on considére p = min(4) .

Il vient a,g”(¢)+...+a, 8" "' (¢) =0, . On applique g""' et il vient a,g""'(¢)=0,, donc a, =0.

C’est absurde puisque pe 4.Donc A= et o, =...= ¢, , =0 et Bestlibre donc base de E .

Si g"'(e)#0,, B=(e,g(e),....g" ' (¢)) est une base de E telle que M,(g)= N|.

15) Soit 2eC". Alors det(J,(1))=4"#0, donc |Jn (A)est inversiblel.

De plus, on calcule (47, +N)(%]n +N') =1, +/1N’+%N+NN'.
On résout (A1, +N)(%]n +N'j:]n <0, :AN'+%N+NN'<:>(MK +N)N':—%N.

Or J,(A4)=Al,+N est inversible, donc (11, +N)(%1n +N'j =], & N'= —%(l[ﬂ +N)'N.

On pose donc N'= —%(ﬁ,]n +N)'N etil vient J, (l)fl = %I” +N'|

16) On remarque tout d’abord que . En effet, si on reprend B = (e, g(e,),....g"" () telle que
M,(g)=N,ilvient M (g")=N",avec Vje [[O,n—l]] , g'(g’(e)=0,.

De plus, (1, +N)N = N(AI,+N), donc en multipliant & gauche et a droite par (A1, +N)™', il vient
N(AL,+N)"' =(A,+N)'N.

Done (N')" = (—%} ((a1,+N)'N) = (—%} ((1,+N)y') N" =0,.

On a donc bien (N')" =0,

On aimerait montrer que N et N'sont semblables.

On souhaite utiliser 14). Montrons que (N ')H #0, . On procede par ’absurde.
. il 1y vl N )
Si (N')" =0,, alors - ((/Iln +N) ) N""=0,, donc comme ((ﬂln +N) ) est inversible,

N""'=0,.Onauraitalors g"" =0, , ce qui est absurde.



Soit alors C une base de E et /e L(E) telleque M.(h)=N'.Ona h"" # 0, et A" =0, .
Donc d’aprés 14), il existe une base B de E telle que M (h)=N.

|N et N'représentent le méme endomorphisme dans deux bases différentes, donc sont semblables|.

Dés lors, soit Pe GL,,N'= P"'NP . Donc Jn(,i)’1 :%In +P'NP=P"' GI +N]P.

Donc J, (2) " est semblable & J, (%j .

n-l n=1 n—1
17) Soit PeC, ,[X].Onnote P=) a X" .1lvient 5,(P)= a,(-1)) X" et 5,(P)=D a,(1-X)"

k=0 k=0 k=0

Alors s (P)=P, SzZ(P):P(I_(l_X)):P‘

5, osz(P)zniak(HX)* =P(X+1)=g(P)+P.

2 2 _
Donc s; =s; =1d,

et s, 08, =g+1d.

i [X] X[

P
18) On suppose PZZaka ,avec a, #0 et peN".
k=0

P P
Donc g(P)= Zak(XJrl)k —Zaka =(a,—a,) X" +(pa,+a,, —apfl)X"’1 +S§,avec deg(S)<p-1.
k=0 k=0

Comme pa, # 0, on conclut que deg(g(P)) =deg(P)—1si deg(P)eN",

19) On veut montrer que [g" =0, €mlXD etque g"' #0 pour appliquer ce qui précéde.

L(C,4[X])

Si P est constant, g(P)=0.
On a donc pour tout PeC,_ [X], deg(g(P)) < deg(P)—1et par récurrence, deg(g"(P)) < deg(P)—n <0
Donc g(P)=0 etonabien g" = 0.cupxp
De plus, on pose P =X""'. On prouve par récurrence finie sur k €[0,n—1] H(k) : deg(g"(P))=n-1-k.
e H(0) est vraie.
e Soit ke [[O,n —2]] tel que H(k)est vraie. Alors deg(g*(P))=n—1-k>1, donc g"(P)est non
constant et on applique 18) qui donne H(k+1).

En particulier, il vient bien g" " (X" ") =0 et g"" # 0,c,, (]

On a donc avec 14) I'existence d’une base Bde C, [ X] telle que M (g)=N .
Clx]? [X]) =1,+N=J,0).
Sionnote S, =M_(s,) et S, =M_.(s,), il vientalors S,S, =J,(1).

Mais s =s; = 1d donc S;=S3=1,.

Alors comme d’aprés 17) s, os, = g +1d M, (g+]a’C

Cal¥]?
Donc|J, (1) est le produit de deux matrices de symétries‘.
-1
(7, (4)) (0)
-1
20) Sion considére M = (an (}7 )) . , on constate par produit par blocs que
-1
(0) (v, (2))

MA'=1,, donc (A')f1 =M . Comme det(4)=det(4"), A'est inversible et ses valeurs propres sont non
nulles, donc Vk e [[l,r]],lk #0.



On utilise 16) : pour ke[l r], (Jnk (4 ))71 est semblable a J, (%J Soit donc P, inversible telle que

k
B R (0)

b B

(Jn‘ (4 ))71 =BJ, (LJ(P,c )71 .On note alors P = eGL,. P"'=

A, )
P (0) P!

»

(7, (17 4)) (0)

_ J (1/
11 vient par produit par blocs (A4') '=pPLP",avec L= ( n (12, ))

(0) (v, (1/2,)
Donc (A4 ')71 et L sont semblables.
En outre A est semblable & 4', donc on peut considérer Q € GL, telle que A=QA4'Q™".
Il vientdonc 4™' =Q™' (A')f1 0, donc A'et (A')f1 sont semblables.
(7, (17 4)) (0)
(v, (1/%))

Finalement, 47'et L= sont semblables|.

(0) (7, (174,))

21) D’aprés 20), comme A est semblable a son inverse, 4 est également semblable & la matrice
(7, (172)) (0)
(7, (17 4,))

(0) (7, (1/4,))

Mais le résultat admis par I’énoncé assure qu’il y a unicité (a 1’ordre prées des blocs) de la matrice de ce type
qui est semblable a 4 .

Dés lors, dans 1’écriture de 4'= , on sait qu’il apparait aussi un bloc

(0) (. ()
de la forme J, (1/4,)pour k e[[1,r].
En réordonnant les vecteurs de base, on en déduit que A4'est semblable a une matrice de la forme diagonale
M, (0) J,, (A 0
par blocs A" = , ou chaque M, est de la forme J (1), J, (-1) ou M, = k 11
© M o A

q
avec A ¢{-1,1}.

y

D’aprés 11), comme A est semblable a A", il suffit de prouver que A" est un produit de deux matrices de
symeétries.
D’aprés 19), on sait que J, (1) et J, (—1) sont produits de deux matrices de symétries.

JnA (/1) OnA [B On ]

1 =
0 J (— 0, C
AL

Il reste a étudier le cas ou M, =



D’apreés 16), B™' est semblable & C, donc d’aprés 13), M, est un produit de deux matrices de symétries.

Finalement, dans tous les cas, M, e M, (C) est un produit de deux matrices de symétries et on écrit M, = S, T},

2 2
avec S, =T, —Idk.

ST, 0) hY O 7
Donc A" = =
(0) ST (0) RO

a9 q

2

0) S, O (T ©)Y
,ou = =1,.
T (0) S (0) T

q q q

| A" est donc produit de deux matrices de symétries, et donc A4 Pest aussi|.




