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Préliminaires
- ¢ - R . . o . . .
1) L’application f : 1Az est continue sur la sphére unité S(0, 1), qui est compacte (fermée et bornée de
T x
C™), donc elle est bornée et atteint son maximum (en un zg € S(0,1) ) ; ce qui définit || A|| = sup | Az .

lzll=1
Pour z # 0, posons u = ﬁx € S ; alors
[ Az||

]

= [[Aull < I A]l,

A
donc I'ensemble N = {”@T‘H | 2 € C"\ {0}} est borné et sup ” 2l < |IA]l -
z#0 x
En particulier pour zq

[Azoll _  [lAz]]

Al = [l Azoll = <
[zoll w0 [l

Az
ot JAJl € A", done [JA] = sup || Az = max 1221
|lz]|=1 270 ||z||

(On peut aussi le faire par continuité de 'application linéaire z — Ax )

2) Soit A = diag(\i,...,\n) :

Pour z = *(x1,...,7,) de norme 1, on a Az = “(A\jx1,..., \yx,) donc

1<i<n

n n n
|Az||* = Z/\iTixiTi = Z I\ 2| | < ml_ax|)\i|2 Z lz;]? = max |\|?.
i=1 i=1 i=1

Soit k tel que |Ax| = max |\;|? , on a [|Aex||> = max |\;|? . Donc | ||A]] = max |\
1<i<n 1<i<n 1<i<n

3) Soit A, B € #,(C). D’aprés Q1 on a pour z € C" : ||Az|| < || A .||=|.
Soit € 5(0,1), on a
[ABz|| = [|A(Bx)|| < [|A} [|Bx| < [|AI I1B]I [l

donc pour tout @ € S(0,1) on a [ ABz| < Al |B]| , ainsi | [|AB] < [A] |B] |

4) U unitaire signifie U*U = 1,,,

e Soit x € C™:
IUz[* = (Uz | Uz) = (& | U"Uz) = (z | 2) = ||=[|*,
donc ||Uz|| = ||z|| (U est isométrique ).
Ainsi | |U|| = sup ||Uz|| = 1| De méme on a U* est isométrique et ||[U*|| =1 .
[|x]|=1
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e Ona ||AU| = sup ||[AUz||. Comme U est bijective et isométrique, lorsque x parcourt S(0,1), alors Uz parcourt
=l=1
S5(0,1) . Par changement de variable y = Uz on obtient

IIIAUHI:” sup [[Ay| = sup [|Ayll = [A].

Uryll=1 llyll=1
e On a ||UA| = sup |[UAz| = sup ||Az| car U est une isométrie, donc ||[UA| = ||A]-
llzll=1 flzll=1

5) Soit p € C[X].

e Posons A = PDP~! avec D = diag(\1,...,\,). Alors p(A) = Pp(D) P71
Soit \; € o(A) et v; le vecteur propre associé .
Alors p(A)v; = p(\;)v;, donc

lIp(A)vi

AU AL

Par suite | [|pll,4)-= sup |p(er)| < [Ip(A)]].

aco(A)

e D’apres la question Q3 :

(Al = [|Pp(D) P~ < WPl (D) [ P~ = cond(P) lp(D)] -

Or, par la question Q2, [[p(D)[| = max[p(A:)| = [Ip[l;(4), donc | lp(A)]| < cond(P) [[pl], (4

A — Principe du maximum pour les polynémes

6) Soitn>2,z€Dets=+/1-|z2 donc3=s. La matrice U € .4, (C) est :

z s 0 0
0 0 1 0
U= 0

0 O 1

s —z 0 0
Soit z € *(xq,72,...,2,) € C". On a

Ur = "(zx1 + 872,23 ...,Tp, ST — ZT2)
Donc
|Uz|> = (21 + s22) (z&1 T 572) + (571 — Z22) (521 — 222) + Z |22

i=1

n
(|zx1|2 + |ssc2|2 + zx18T9 + sxngsl) + (\sx1|2 + |zacQ|2 — 8X12T5 — E@saﬁ) + Z |.13Z‘2

=1
(loa? + f22f?) (127 + 82) + 3 foil?
i=1

lz)* (car |2* +5* =1)

Ainsi U est unitaire.



7) On note que pour tout M € #,(C) on a e;Me; = M, ( le coefficient d’indice (1,1) ) . Tl suffit de montrer que le
coefficient (1,1) de U* est z* pour tout k& > 0.

Montrons par récurrence que pour tout k > 1, U¥ est , par blocs, de la forme :

Ay,

By, ‘ C
C’est vrai pour k = 1 et le passage de k a kK + 1 est immédiat .
n—1
Ainsi pour tout k > 0 (U*); 1 = 2z¥ . Donc pour p = Y ppX*:
k=0

n—1 n—1
e1p(U)er = Zpk ejUR; = Zpkzk = p(z).
k=0 k=0

8) Ona :
Ip(2)| = leip(U)e1] = [(p(U)er | e1) | < [[p(U)er] [ler]l < IIp(D)]-

Comme U est unitaire donc elle est diagonalisable, U = V diag(A1,...,\,) V!

p(U) = Vdiag(p()‘l)v te 7p()‘n)) vl

Puisque V' est unitaire, par la question Q5 :

avec V unitaire et |A;] = 1. Donc

lp@)I < cond(V)llpllo(w)
comme

cond(V) = [V - [v7] =1
et

IPllo() = max |p(Ai)] < \illlPl Ip(M)] = lIpllop -

alors [p(=)| < o)1 < [1plon] -

9) Onalz| <1doncs>0.
e Supposons par I'absurde que |p(z)| = ||p|lsp » donc [p(2)| = |[p(U)]| et de la question Q8

[ (p(U)er [ er) | = [Ip(U)er]| [le]]

c’est le cas d’égalité dans Cauchy-Schwarz ( qu’on admet par analogie avec le cas reél !) | donc p(U)e; est

colinéaire & ep,ce dernier est un vecteur propre de p(U) .

e Par récurrence on a pour tout k> 1, U* est de la forme :.

Observons que si (eq, ..., e,) est la base canonique alors :

Uey = zey + se, ,Uey = se; — Ze,,Uej =ej_ypour 3<j<n—1,Ue, =e,_;

ce qui donne U2e1 = 22e1 + zse, + se,,_1 et U3e1 = 23e1 + zzsen + zsep—1 + S€p—_o .
Par récurrence, on a pour tout 1 <k <n-—1:

k
Uke; = 2Fe; + 5 g zk’Jen,jH
j=1



Donc

n—1 k

p(U)er = aper + Z ar | ZFer + s Z Zk*jen—jﬂ
k=1 j=1

n—1 k

= p(2)e; +s Z Z arz" e, i

k=1 j=1
remarquons que

(I1<k<n-letl<j<k)e(l<j<n—-letj<k<n-—1)

ce qui permet d’inverser ’ordre des sommes dans le second terme :

n—1 [n—1
p(U)er =p(z)er + s Z Z arz" 7 | en_ji
i=1 \k=j
e Puisque e; est un vecteur propre de p(U), la famille (eq, ..., e,) étant libre et s > 0, alors :

n—1
p(U)er = p(z)er et Vj € {1,...,n—1}, Z arzF7 =0
k=j

Ce qui donne le systéme suivant :

a1 4asz +... Fan_22"2 H4a,_12""2 =0
a9 +... H4ap—22""2 +a, 12"
Qp—2 +an-12 =0
Ap—1 =

C’est un systeme triangulaire supérieur avec des 1 sur la diagonale , qui admet une solution nulle unique : a,,_; =
Ap—2 = -+ = 0a1 =0.
Le polynéme p est donc nécessairement constant , or il est de degré n — 1 et n > 2, ce qui est absurde .

Ainsi si |z| < 1, alors |p(2)] < ||pllap , ce qui signifie que le maximum de p sur D est atteint sur le bord D .
10) Soit S un fermé borné non vide de C

L’inclusion 95 C S donne ||p|las < |Iplls-

Montrons l'inégalité inverse. Soit z¢ € S tel que ||p|ls = |p(z0)| (le sup est atteint car S est compact et p continue).
Si zg € 05, on a terminé. Sinon zy € S\ 95, donc il existe § > 0 tel que D(xp,d) C S. Soit ¢ : z — p(dz + x¢) définit

sur D =D(0,1) , ¢ admet donc son maximum en 0 , ce qui contredit la question Q9 , le maximum est sur 9D .

Donc le maximum de |p| sur S est nécessairement atteint sur 95, d’ou ||p|ls < ||pllos-

Ainsi | [[plls = [Ipllas |

B — Inégalité de Von Neumann

On suppose que A € #,,(C) une contraction ; ||A|| <1, et p € C[X].



11)

12)

13)

14)

15)

Si A est unitaire, A = U diag(\1, ..., \,) Ut avec U unitaire et |\;] = 1. Donc par la question Q5 avec cond(U) =1 :

(A= 11PNl ay -

Comme o(A) C 9D alors :
IPllo 4y = max[p(A:)] < Sup Ip(2)] = llpllop < llpllp -

dot [ [Ip(A)] < lIpllop < lIplln |-

On a (I, — A*A)* =1, — A*A donc elle est hermitienne . Elle est donc diagonalisable et ses valeurs propres sont
réelles. On écrit I, — A*A =V diag(py,...,p,) V! avec u; € R .
De plus, pour tout x € C™ :

(Lo — A" A)z | 2) = [|z]|* — || Az]?
comme [|A| < 1 alors ||z]|? — |[Az||?> > 0. Donc I,, — A*A est hermitienne positive !, ce qui donne pour x vecteur
propre associé a p; que p; > 0. On pose alors Da = V diag(\/fiq, - - -, /In) VL
De méme on définit D4« avec D%* =1, — AA*.
Les valeurs propres de A*A sont les p; > 0, et D4 a pour valeurs propres les |/ji;. Par interpolation de Lagrange, il
existe un polynéme ¢ € C[X] tel que q(u;) = \/p; pour tout i.
Alors q(A*A) = V diag(\/iig, - -+ /Iin) V' = Da.
On a o (AA*) =0 (A*A) donc D« = g(AA*).
En effet 0 (AA*) = 0 (A*A) car x4 4~ = Xa-a ( en utilisant densité de GL,(C) dans .#,(C) , c’est un exercice
classique des evn) , ou bien directement :
L’égalité des déterminants det(A*A) = | det(A)|? = det(AA*) assure que 0 est valeur propre de A*A si et seulement
si elle 'est de AA*.
Soit A € C*. Si A est valeur propre de A*A, il existe x # 0 tel que A* Az = Az donc AA*(Ax) = A\(Azx). Comme A # 0
et  # 0, on a Az # 0 (sinon A*Az = 0, absurde). Ainsi A est valeur propre de AA*. Par symétrie, c(A*A) = o (AA*).
Ona Dy =q(A*A) et Da- = q(AA").
Pour k € N on a par récurrence : A*(AA*)k = (A*A)FA*.

e C’est vrai pour k=0 .
e Supposons le pour £ > 1, donc
A (AAFT = A% (AA*) (AT A)F = (AA") [A*(A*A)k]
I’hypothese de récurrence donne
AF(AA*FHT = (A4%) [(A*A)kA*} — (A* AR+

D’ou le résultat pour tout k& > 0.
Par linéarité on a : A*q(AA*) = q(A*A)A*, et A*Dy- = Dy A*.
De méme, on montre : pour tout k € N A(A*A)* = (AA*)kA | ce qui donne AD4 = D+ A.

A Dy~ A* —D
Soit U = A7) ¢ Mo, (C) , donc U* = 4.
Par suite
U — A*A+D?4 A*D g« — DA
Da-A—AD, D%+ AA* )
On vérifie :



o A"A+ D% =A"A+ (I, — A*A) =1,.

o D%, + AA* = (I, — AA*) + AA* =1,.

o A*Dy« —DpA* =0 et Da«A— AD 4 =0 ( par la question Q14).
Donc U*U =1y, et U est unitaire.

16) On considére la matrice Uy € #(j12)n(C) :

A D« 0, 0,
0y, 0, I,
U, =
() 0p Iy
—-Dy A* 0, --- 0,

Par analogie avec la question Q6, on fait des produits par blocs , pour montrer que Uy est unitaire.

On a par récurrence que pour tout 7 >0, (Uk)j est de la forme :..

. Al B.
(Ur) = ’
¢ Dj
k+1

Donc pour p = Y p,; X’
=0

_(p(4) B
p(Uk) = ( o D’)

11 suffit de montrer, dans notre cas, que la norme d’une sous-matrice (carrée) est inférieure & la norme de la matrice.
Pour tout vecteur z € C™\ {0}, définissons v = *(*,0,.1,...,0,.1) € CH+2" On a clairement ||| = ||z|.

Le produit matriciel donne p(Ug)v = *(*(p(A)x)," ya, ...,  yet1)-

Par définition de la norme euclidienne :

k+2

lp(Ui)oll* = [lp(A)zl® + > llyill* = l[p(A)|l?
1=2

Par définition de la norme subordonnée :

@)X - Wil - lp(A)e]
X = el Tl

lp(U)|l = sup
X0

Ceci est valable pour tout  # 0 donc ||[p(A)| < [lp(Uk)]|-
Ainsi : [ Ip(A)] < Ip(U)I < Ipl5 - |

17) Soit A € .4,(C)

o Si[|A]l =0 alors A =0 et |lp(A)]| = [p(0)| = [[Pllp(o,0)-

e Si[|A] > 0, posons B = mA. On a ||B| =1, donc B est une contraction.

Pour p € C[X] posons ¢(X) = p(J|4]| - X). Par l'inégalité de Von Neumann on a :

la(BI < llglly -

Or q(B) = p(A) et |lgllp = sup [p([[A]] w)| = HpH]D)(O,"\AM)' Donc | [[p(A)]| < ||PHD(0,|HAH|) -

lw|<1




C — Hausdorffien et rayon numérique

18) Soit A € 0(A) et v un vecteur propre associé de norme 1. Alors :
(Av | v) = (| v) = Ajv|)*> = A\
Donc A € H(A) et m .
19) Soit D = diag(\1,...,\,) . Posons Conv(Ay,...,\,) = {Zn:lai)\i | éai =leto; ERy}.

e Pour z = (x1,...,2,) de norme 1 on a :
(Dz | z) = Z)\i\aﬁi|2.
i=1

Comme Y |z;]> = 1 alors (Dz | z) € Conv(Ay, ..., \,) et H(A) C Conv(Aq,...,\,) -
i=1

(2

e Soit y = a;\; € Conv(Ai,...,\,) , pour z = '(\/ag,...,/an) on ay = (Dz | z) € H(A) , donc
i=1

Conv(Ar,...,\n) CH(A) .

n

Ainsi \ Conv(Ar,...,An) C H(A) \ .

20) Par le théoréme de réduction, A = UDU ! avec U unitaire et D = diag(\1, ..., \p).
Pour z de norme 1, y = U*x vérifie ||y|| =1 et (Az | ) = (Dy | y). Donc H(A) = H(D) = Conv(Aq, ..., An).

e Si A unitaire alors |A\;| = 1, donc H(A) est un polygone convexe inscrit dans le cercle unité oD.

e A hermitienne : les valeurs propres sont réelles, donc H(A) = [min );, max A;] C R.
K2 7

be'¥

0 1 6
21) Soit A = <O 0> et x = <ae > avec a,b € R, a>+b>=1. On a

bei9 (0—)
Ax = 0 et (Azx|z) = abe®=%),

Donc H(A) = {abe’ | a,b>0, a®> +b*> =1, a € R}.

o Onaab< % = L donc H(A) CD(0,3).

e Soit z=re €D (O7 %) , montrons qu’il existe a € [0, 1] tel que r = av/1 —a? .

1—+v1—4r2 1+ V1 —4r2

Onar=zvV1—z2<z*—224r2=0. Oncalcule A = 1—472 > 0 donc x = — ouzx = 5
1—+/1—4r2
Donc la valeur de a cherchée est a? = fr €10,1] . D'ou D (0,1) C H(A).

Ainsi | H(4) =D (0, 3)




22)

23)

Ainsi

L’application ¢ : x +— (Az | x) est continue :
Ce résultat n’est pas évident car application (-|-) n’est pas bilinéaire ! .

On peut écrire pour x,y € C™ :

lo(z) — (W) = [(A(z —y) [ 2) + (Ay [ = — y)| < [JAI] [l ly[l-[|= -y

ce qui donne la continuité de ¢ .

H(A) est I'image par ¢ de la sphere unité S(0, 1) qui est compacte dans C™ , donc H(A) est un compact de C (

I'image continue d’un compact est un compact), ainsi H(A) fermé et borné.

Pour z = (Az | x) € H(A) avec ||z|| =1, on a par I'inégalité de Cauchy-Schwarz : |z| < ||Az| < ||4||. Donc
r(A) < Al

Soit x,y € C™ . La formule de polarisation (fournie dans I’énoncé) donne :
A[{Azly)| < [(A(z +y)lz + )| + [(A(x — y)lo —y)| + [(A(z +iy)le + )| + [(Alz —iy) |z — iy)|
Or pour tout vecteur v € C", on a |(Av|v)| < r(A)||v]|? donc :
A(Azly)l < (A) (llz +ylI* + llz = yll* + llz + iy 1> + |z — ay]*)

Comme on a ||z + y|[* = [|z]|* + 2Re ((z,y)) + [ly||* alors

> llz+yll? + llz — ylI* = 2llz]1* + 2lylI* -

> [z +iyll® + |z — iyl = 2[=]* + 2|ly]?
Par suite : 4[(Az|y)| < 4r(A)([lz]* + ||y[|?) donc [(Az[y)| < r(A)([lz]* + [ly]1?) -
Si on choisit « et y unitaires (||z|| = ||y|]| = 1), on obtient :

[(Azly)| < 2r(A)

En particulier pour : ||z|| =1, Az #0et y = mAm ,on a ||Ax| < 2r(4) .
Ce qui donne ||Az|| < 2r(A) pour tout = tel que ||z]| =1, d’ou |JA| < 2r(A4) .

3 Al < r(A) < Al

24) On a pour tout A, B € .#,,(C)

r(A) > 0 par définition .
Sir(A) =0, alors 0 < ||A|| <2r(A) =0, donc ||A]| =0et A=0.
Soit A € C , on a pour z € S(0,1) : [{Az|z)| = |N[{Az|z)| < |A|r(A) donc r(AA) < [A|r(A) .

Comme r(A) = sup |(Ax|z)| alors il existe xy unitaire tel que r(A) = [{Axo|zo)|-
llzll=1

Par suite [A[r(4) = [(\Azo|zo)| < r(AA) . D'ot|r(A4) = [Ar(4)].

Soit x € S(0,1) , on a
[((A+ B)z|z)| = [(Az|z) + (Bz|z)| < [(Az|z)| + |(Bz|z)| < r(A) +r(B)

ce qui donne r(A+ B) < r(A) +r(B).



r est donc une norme sur .#, (C).
0 1 0 0 . .
25) Prenons A = 0 0 et B=A* = L o) D’aprés la question Q21, r(A4) = 1/2 et r(B) = 1/2, donc r(A)r(B) =
1/4.
10 . e . .
Comme AB = (0 0), c’est une matrice hermitienne dont les valeurs propres sont {0, 1}, d’apres la question Q20,

son Hausdorffien est le segment [0, 1], donc r(AB) = 1 et I'inégalité r(AB) < r(A)r(B) est fausse.

26) Soit k € N* .

26.a) e Ona

k E k
1-XF = —J[(X —wi™) = =[]~ J] = wiX)
=1 =1 r=1
k k
et pour X =0:1=— [](~w}), ce qui donne |1 — X* = [] (1 — wi{X)
=1 (=1
e La décomposition en éléments simples de la fraction T—x* s’écrit

1 A
1— X*k *kagx

avec
1—wiX X —wi? 1 1
=[] ] e
1—X*k =yt Xk —1 Xt (Xk—l)’ X=wt k
ce qui donne
k
1 1 1
_xk L Z Y
- XF E&1-wX
1 F
Ainsi|1 = Z Z H(l —wtX)
j=1¢=1
5
26.b) Soit z € C™ de norme 1. Pour tout j € {1,...,k}, posons :
k
z; =[] - wid)z = Q;(A)x et Tj = |la;|* — (w], Ax;lz;) = (I — wlA)z|a;)
=1
=5

Par définition de x; et d’apres Q26-a, on a :
(In — w} A)z; = (I, — wlA) [[In — wid)z = (I, — A%)z
#j
D'ott Tj = {(I, — A*)z|z;). En sommant :

5

j=1

w\»—‘

k k
1
E z E Q;(A) | z =1,z =z d’aprés Q26-a. On en conclut :

k
>~ (llzl? = wh Ajla;) ) = (1o — AW)ale) = 1 — (A*ala)

j=

el

—




26.c) Supposons que r(A) < 1.
Pour tout vecteur v on a |(Av|v)| < ||v||?, par conséquent, pour tout @, on a Re(e'® (Av|v)) < ||v||%.
Donc pour chaque j :

Re (Jla 12 = (i Azsla;)) = llo;)? = |(Azjle;)] 2 0

ce qui donne .
Re(1 — (4*al)) %Z e (ke ~ (] Axjlaz)) > 0
En remplacant A par ¢’ A , on obtient : :
VO € R, Re(l—e*(Arz|z)) >0

En choisissant 6 tel que e?*(A*z|z) = [(AFz|z)|, on conclut que : |[(A*z|z)| < 1.
Ceci étant vrai pour tout x de norme 1, donc .
26.d) Soit A e, (C).
Sir(A) =0, alors A =0 et le résultat est trivial.
Sinon, posons B = (A)A Alors r(B) = 1, et par (c), r(AY) = r(B") < 1, donc r(A*) < r(A)*.

Ainsi ‘ r(A*) < r(A)* pour tout k € N ‘ .

D — Conjecture de Crouzeix

0 1
27) Prenons A = ( 0 et p(X) = X. Alors p(A) = Aet |||p(A)||| = |”A||| =1. D’aprés la question QQL H(A) =

donc Hp”H(A) = %
On a une égalité dans l'inégalité (1) donc la constante 2 est optimale.

28) Par la question Q26.d, r(A*) < r(A)*. La question Q23 appliquée & A¥donne [lA%|| < 2r(AF).
Donc :

|40 < 2r(4%) < 2r(4)* =2 max |25 =2 | X[,

29) Soient A € #,(C), z =r(A)e?? € H(A) , p(X) = 3 1. X" € C[X] et ¢ € R tel que ¢ = |ex|e*9) pour 0 <

k=0
On a p(X) =e?q(e™X) ot ¢(Y) = > |ex| Y.
k=0
Par la question Q28 :

Ip(A) = flate™ Al <D lexl BAI <2~ lexl r(A)* < 2 Ipllyyay -
k=0 k

30)
30.a) Si A =0 c’est trivial. Sinon posons ¢(X) = p(r(A) X) et B = (1A)A Alors r(B) = 1.
Par Okubo-Ando, il existe X inversible avec cond(X) < 2 tel que C = X "1 BX est une contraction.

Par Von Neumann : [|¢(C)|| < [lg|lp- Comme ¢(B) = X ¢(C) X', par la question Q5 :

la(B)II < cond(X) flg(C)| < 2 llgllp -

Or ¢(B) = p(4) et llgllp = IPlpgo.ra))-
Donc | [[p(A)ll < 2 [[Pllpgo,ray) |

10

kE<r.



30.b) Soit D(zg, p) un disque contenant H(A) , de bord € = 9D(zo, p). Par le principe du maximum (question Q10) :
1Plp(z,p) = lIPll- Puisque H(A) C D(z0,p), on a [[pllyay < IPllp(s,0) = [IPlc- La conjecture de Crouzeix,

question Q29 dans le cas particulier considéré, donne : | [[p(A)|| <2 [|pll34) <2 [Plle -
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