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X-ENS 2026

Epreuve de mathématiques A, MP & MPL, quatre heures
(corrigé)

Remarque de vocabulaire. Par souci de concision, nous parlerons de sesquilinéarité pour évoquer
la linéarité a gauche et semi-linéarité a droite du produit scalaire hermitien.

Préliminaires

1. L’application x + Az est continue sur M, ;(C), car linéaire sur un espace vectoriel de dimension
finie, et S = {x € M,,1(C) | ||z|| = 1} est compact puisque c’est la sphere unité de M,, 1(C) pour
la norme || - || : les spheéres sont compactes en dimension finie.

Enfin, S # ) puisque n > 1, donc par le théoréme des bornes atteintes |||Al|| = sup ||Az|| existe

et, par ailleurs, la borne supérieure est atteinte.

De plus, pour tout vecteur colonne x non nul, on a par homogénéité de la norme : ﬁx € S,
donc :

[ Az |
]

< |||A]
H [ H Al

Par propriété de plus petit majorant : sup IIxH < ||A]ll-

Réciproquement, 'inclusion S C M,, ;(C ) \ {Om, ,(c)} entraine immédiatement l'inégalité en sens
contraire, d’ou 'égalité :
HACUII

La borne supérieure est atteinte en n 1mp0rte quel vecteur unitaire x réalisant 1'égalité |||Al|| =
||Az|| (on a justifié son existence ci-dessus). On peut donc remplacer « sup » par « max ».

= [[lAlll

2. Notons que la conjugaison complexe étant un morphisme d’anneaux, pour tout vecteur colonne
x, la définition du produit matriciel entraine immédiatement : Ax = A=x.
L1
. . . . L 2 .. ;.
Soit z = [ : | un vecteur unitaire (donc : Y |z;/° = 1). On a par un calcul matriciel sans génie
i=1
Tn
(la premiere égalité est admise dans 1'énoncé) :

A ]? 0 71 n
|Ael? = e ATAT = (1 - ) =SSPl
0 Mal?) \aw)
En notant j € [1,n] un indice tel que : |\;| = max(|\1],...,|A\s|), on a alors :
1Az]* < A7,

puis par positivité de la norme : ||Az| < |A;|. Ceci étant valable pour tout z unitaire : ||| A]|] < |A;].
(qui est bien unitaire), nous avons 'inégalité en sens contraire, d’ou :

AN} = [Aj] = max([Au], - [Anl)-

En posant x = (d;,)

Ji)1<i<n

3. On a par la premiere question : Vo € M,,1(C), ||Az|| < |[|A]||-||z] (le cas x = 0 devant étre traité
a part, mais il est trivial). En utilisant deux fois cette inégalité :

[ABz|| < [[JAll] - {| B[] < [[[AlI] - [[IBII] - l]]-

Ceci vaut pour tout x et en particulier pour tout x unitaire. D’ou le résultat par définition de
I[AB]| :
ABII[ < [I[A[l] - [ B]ll
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4. Nous démontrons d’abord : |||AU||| = |||A]||, pour toute matrice A. Il est clair que si U est
unitaire, alors U est inversible et son inverse est U* ; de plus, U* est unitaire aussi :

(U U* =UU* =1,.

La premiere égalité utilise le fait que la transposition soit involutive, comme la conjugaison
complexe. La seconde égalité résulte du fait que dans M, (C), un inverse a gauche est aussi un
inverse a droite.

On en déduit (par le résultat admis, selon lequel une matrice unitaire préserve la norme) que U
et U* induisent des bijections réciproques de S = {z € M,,;1(C) | ||z|| = 1} dans elleeméme. D’ot,
pour toute matrice A € M, (C) :

[[AU||| = sup [[A(Uz)]| = sup || Az[| = [[|A]].
TES €S

De plus : ||[|UA]|| = sup ||[UAz|| = sup || Az, pour toute matrice A (toujours parce que U préserve
la norme). D’ou : " o
vA € M (C), |[[AU[] = [[[UA[I] = [[|Alll
Avec A =1,,, on obtient :
AN = a1 =" 1,

Remarque. On pouvait aussi déduire ces égalités du théoreme de réduction (III) admis dans
I’énoncé, et de la deuxieme question.

/\1 0 p<)‘1) 0
5. Posons : D = . On a facilement : p(D) = . Rappelons que les

0 An 0 p(An)
coefficients diagonaux de D sont les valeurs propres de A. Par la question 2, on a donc :

Vp € CIX],  Ipllocay = max([p(M)], - -, [p(Aa)) = [[Ip(D)I]]

Ainsi 'encadrement demandé équivaut a :
vp € CIX], |[[p(D)[I| < [llp(A)|| < cond(P)]|[p(D)]|-

C’est sous cette forme que nous le démontrons. Soit j € [1,n] tel que : ||[p(D)||| = [p(};)], et soit
x un vecteur propre de A associé¢ a A;. On a :

oAy > Al _ el oo,

] ]l

d’ou la premiere inégalité.

Passons a la seconde inégalité. On a : Vk € N, A* = PD*P~! donc par linéarité de p — p(A) et
pr Pp(D)P~' on a: Vpe C[X], p(A) = Pp(D)P~'. Soit alors p € C[X]. Par la question 3, on
a donc :

A< P [HpD)] - 1P = cond(P)[[[p(D)]]],

d’ou le résultat :
[plloay < [llp(A)]]] < cond(P)]|pllo(a)-
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A Principe du maximum pour les polynomes

6. Notons ¢ le (n — 1)-cycle (n (n —1) --- 3 2). On note P, = ((51-,0(]-))) , ol la notation

1<i,j<n
0; ; désigne le symbole de Kronecker. La matrice P est unitaire puisque ses colonnes forment une

famille orthonormée (nous ne faisons que permuter les vecteurs de la base canonique), et on a :

U:PUM 0 , avec : M = = %),
0 I,-9 s —z

Comme : 82+ |2]2 =1, et : 25 — sz = 0, la matrice M est unitaire. Par conséquent :

e (M 0N ., (M 0\ (M 0\(M o0\ (MM 0\
v () e () () () - (5

d’ou le résultat : U est unitaire.

7. Comme p — p(2) et p — eip(U)e; sont linéaires, il suffit de démontrer le résultat voulu sur une
famille génératrice de C,,_1[X], disons la base canonique (X*)je[o.n—1]. On veut donc démontrer :

Vk € [0,n—1], iU = 2"
Soit (eq, ..., e,) la base canonique de C". Par définition de U, on a :
Uey = zey + se,, et : Vje([3,n], Uej =ej_;.
Supposons d’abord z # 0. On a, en multipliant par z=*~'U* la premiere égalité :
Vi e [0,n—2], =z " UMle, —27FU e = 27" WUPse, = 27" seny.

En sommant et en télescopant :

k-1 k—1
Vk e [0,n—1], 27U —er =) (z’(jH)Uj“el — z’jUjel) =5y 29 e, ;.
j=0 Jj=0
On en déduit : o
Vk € [0,n—1], UPey=zfe;+s> 2" e, ;. (%)
j=0

Pour tout k € [0,n — 1] et tout j € [0,k —1],ona:n—j>n—k+1> 2, donc : eje,_; = 0.
On en déduit immédiatement :

Vk € [0,n—1], efUre; = 2Fefe; = 2"

Cette égalité reste valable si z = 0, par continuité de U selon la variable z (composante par
composante) et de z — z¥. Dot le résultat.

A 0
8. Par le théoreme (III) de I’énoncé, il existe P unitaire et D = - , avec les \; de module
0 An
xy
1, telles que : U = PDP~!. Notons P~le; = | : [.Ona:p(U)= Pp(D)P~t = (P~ 1) p(D)P,
Tn
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et donc :

p(2)] = Jeip(U)er] = |e; (P—l)*p<D>P-leI|

Ty, p(An)Tn

= Zp /\1)|xz

Or on a aussi, par la question 2 et en rappelant que P est unitaire :

@IS D)1 = el

L’encadrement de 1’énoncé équivaut donc a :

n

> o)zl

=1

< lpllow) < lpllon- (*)

C’est sous cette forme que nous allons le démontrer. La seconde inégalité est immédiate, puisque
par définition des A\; on a : o(D) C 9D. Justifions la premiére. On a par I'inégalité triangulaire :

n

> Pl

i=1

n

<D )l - Jil® < lpllocoy D il
i=1

=1

or P est unitaire, donc conserve la norme :

>l = [Pter|” =1
=1

Ainsi :

Zp )i |?

Ceci achéve de démontrer (x) et donc I'encadrement de 1’énoncé :

()| < @) < [lpllon-

Autre démonstration. On pouvait aussi utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

p(2)] = [{ex [ p(U)en)] < llp@)en] - lleall < (@)1

Elle est admise par 1’énoncé dans le cas complexe. Cependant nous avons préféré nous en passer et
utiliser I'inégalité triangulaire, en vue de la question suivante (cf. la remarque que nous y faisons).

< Ipllony

9. Supposons : |p(2)| = ||p|lop. On en déduit que dans la résolution de la question précédente, toutes
les inégalités sont des égalités. En particulier :

= > b ke = Iplloy 3 o (1)

On est dans le cas d’égalité de I'inégalité triangulaire : il existe (u1,...,pu,) € (Ry)™ et w € C tels
que : Vi € [1,n], p(\;)|z:|* = piw. De plus, pour tout i € [1,n] tel que : z; # 0, on a, toujours

d’apres (7) :
[pA)] = [Ipllon)

4

n

> Pl

=1
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10.

et donc : p; = ”p‘l‘ﬁm |z;|%. En particulier, toujours pour un tel i :
MW w
Ai) = = —.
p( z) ’331'2 ||p||U(D) ’w’
Or, si (C4,...,C,) désigne les colonnes de P (ce sont des vecteurs propres de U par construction
de P, associés respectivement a Ay, ..., \,), on a :
xl n n
€1 = P = Z:vZC’l = Z Izcz
Ty =1 :g;élo
et donc :
" . w
p(U)er = 3 xip(\i)Ci = Hp||a<D>m > G = ||P||a<D>m€1-
k0 k0
Autrement dit : e; est un vecteur propre de p(U). En particulier, cela impose que la famille
(e1,Uey, ..., U™ tey) est lide. D’apres 'égalité (*) de la question 7, on a donc :
1 2z 22 ...
00 *x =% s
* 0 =0
0 s 0 --- 0

En développant par rapport a la premiere colonne, puis en permutant les lignes pour faire appa-
raitre un déterminant de matrice triangulaire inférieure, on obtient :

+s5"7 1 =0,

donc : |2]? = 1.

Par contraposée, si : |z| < 1, alors : |p(2)] < ||p|lop-

Remarque. Remarquer que l'on est dans le cas d’égalité de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, per-
mettait d’obtenir plus rapidement que p(e;) et e; sont proportionnels. Cependant 1’énoncé ne
mentionne pas que le cas d’égalité s’étend aux produits scalaires hermitiens : il aurait sans doute
fallu le redémontrer.

La question précédente démontre que 'on a : ||¢||p = ||¢||ap, pour tout polynéme ¢ non constant.
En remarquant que pour tout r > 0, 'application ¢, : z + rz est une bijection de D dans
D, = D(0,r) induisant une bijection de dD dans JD, (avec p o p, toujours polynomiale et non
constante), on a :

Vr >0, |plp, = llpo¢rlp = llpo¢rllon = lIpllon.-
En raisonnant de méme avec les translations z — a + z (qui sont polynomiales), on a :
Vr >0, V2 € C, HPHD(Z,T) = HpHé?IDJ(ZJ‘)'
D’apres la question précédente, on a méme mieux que cela : le maximum n’est réalisé qu’en des
éléments de 0D(z, 7).
Déduisons-en le cas d'un compact non vide quelconque, en introduisant zg € S vérifiant :
p(zs)] = lIplls-

Ce nombre complexe existe par le théoreme des bornes atteintes. Si zg est intérieur a S, il existe
r > 0 tel que : D(zg,7) € S. Or zg n'est pas dans dD(zg,7), donc : |p(2s)| < ||P|lpzgr) < |IPlls-
Cela contredit la définition de zg. Par l'absurde : zg € 95, donc : |p|ls = |p(zs)| < ||pllas-
L’inégalité en sens contraire est immédiate et on a donc I'égalité :

Iplls = llpllas-
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B

11.

12.

13.

Inégalité de Von Neumann

Lorsque A est unitaire, le théoreme (IIT) de 1’énoncé et le fait que |||P~1p(A)P||| = |||p(A)||| pour
une matrice P unitaire (question 4) impliquent : ||[p(A)||| = ||p|ls(a), avec : 0(A) € D. Dot le
résultat :

(A < [lplls-

Soit A une valeur propre de A*A et soit x un vecteur propre associé. On a d’une part : 2*A*Axr =
Az*z = M|z||?, et d’autre part :

r*A* Az = (Ar)* Az = || Ax|]%.

Comme x est un vecteur propre, on peut diviser par ||x||? # 0 et on en déduit :

| Az]*
= eR,.
[T -
De plus, comme A est une contraction :
AN - (1)
AL —— < 1.
R

On a démontré : Spc(A4) C [0, 1].
Ceci étant dit, construisons D 4. Remarquons que la matrice A*A est hermitienne :

(A"A)* = A"(A")" = A"A.

A1 0
Par le théoreme (III), il existe P unitaire et D = € M,(R) telles que : A*A =

0 An
PDP~!. Les \; sont les valeurs propres de A*A. Alors : I,— A*A = P(I,— D) P!, et les coefficients
diagonaux de I, — D, a savoir les 1 — \;, sont des réels positifs d’apres ce qui précede. Il est donc

licite de poser :
V=X 0
Dy=P P
0 11—,
On a clairement : D% = P(I, — D)P~! =1, — A*A. Vérifions que D4 est hermitienne. Cela
découle du fait que P est unitaire :

(VTN 0\ VI=X 0
Dy =(P™) P =P P~ =Dy
0 VI— X, 0 T— A,

Enfin : Spe(Da) = {\/1 — X\ | i €L, n]]} C Ry, ce qui acheve de démontrer que la matrice D4
satisfait aux exigences de 1’énoncé.

Appliquer ce qui précede, en remplacant A par A*, donne 'existence de D 4.

On reprend les notations de la question précédente et de sa résolution. L’application z — /1 — x

est injective sur [0, 1]. On en déduit que les v/1 — A\, pour A parcourant le spectre de A*A, sont
des réels tous distincts. Par interpolation de Lagrange, il existe ¢ € C[X] tel que :

YA € Spp(A*A), g(\) = VI
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14.

15.

Or:
AE 0

VkEN, (A*A)F=P P,
0 Ak

donc par linéarité, en décomposant ¢ dans la base canonique :

(A1) 0 VI—N 0
q(A*A) =P pt=p P t=Dy,.
0 Q(An> 0 \% - >\n
On veut démontrer que l'on a q(AA*) = Dy, avec le méme polynéme g. Pour cela, étant donné

que AA* est aussi diagonalisable, il suffit de démontrer que A*A et AA* ont les mémes valeurs
propres. Pour cela, démontrons :

XA*A = XAA*-

Pour tout z € C, on a :
I, —A"\ [z, A"\ [ zI, On
. N 0, I,/ \—zA zI,— AA*)’

zl, A* I, —-A"\ [z, -A"A 0,
0, L,/\—-A4 =zI, /) —A xzl, ]

Par multiplicativité du déterminant et commutativité du produit dans C, ces deux matrices ont
méme déterminant. Or, pour tout x € C :

zl, 0, n zl, — A*A 0, n
det <<—xA oI, — AA*)) = 7"xaa(z),  det (( A m)) = 2xaral),

donc :

Vo € C*,  xa-a(z) = xaa-(2).
Ces deux applications polynomiales coincident sur C*, qui est infini, donc : x4 = xa4+. Par le
raisonnement ci-dessus, on a bien : g(AA*) = Da-.
Remarque. On pouvait aussi démontrer que x4+4 = Xaa+ en supposant d’abord A inversible,
puis en utilisant la densité de GL,(C).
Pour tout £k € Non a :

A*(AA*)F = (A*A)FA*.

On le démontre par récurrence sur k, le cas k = 0 étant immédiat. Soit k € N tel que : A*(AA*)* =

(A*A)*A*. Alors :

donc 'égalité a démontrer est héréditaire. D’ou le résultat, par principe de récurrence.

Les applications p — A*p(AA*) et p — p(A*A)A* sont linéaires et coincident sur la base canonique
de C[X], donc :
A*q(AA*) = g(A*A)A.

Par la question précédente : A*D 4« = D4 A*. Le raisonnement est le méme pour obtenir AD, =
Dy A.

Comme D4 et Dy« sont hermitiennes, on a :

“\Dye A —-Dy A" ) T \DsA—AD, D% + AA* - oo

Ceci démontre bien que U est unitaire.
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16. 11 s’agit de généraliser le raisonnement des questions 6 a 8, en remarquant que (A, A*, D4) joue
le role de (z, z, s). Posons :

Po- = : : On S Mn(k+2) (C)7
: On Lt . .

qui est unitaire puisque ses colonnes forment une famille orthonormée de C™(5+2

a la question 6 :

). On a, comme

U 02n nk
U - Pa’ ' 7
b <Onk,2n Ink >

ou U est la matrice unitaire de la question précédente, et donc :

* U OQn,nk " * U O2n,nk uvu 02n,nk
e (L, Y o, ) )

nk,2n nk,2n Ink Onk,2n Ink

donc Uy est aussi unitaire. Par la question 8, on a donc :

Vp € Copr—1[X],  llpU)I] < llpllon < [lplo- (%)

Il reste a démontrer que 'on a : ||[p(A)||| < |||p(Uk)]||, pour conclure. On imite la résolution de la
question 7 (mais avec plus de prudence, vu que A et —D4 ne sont pas des scalaires, au contraire
de z et —s!), ce qui nécessite d’expliciter le bloc (1,1) de p(U) : I"énoncé nous indique que 'on
devrait obtenir p(A).

Notons pour tout ¢ € [1,k + 2] :

Ei == In S Mn(k+2),n((c)a

ou la matrice I,, correspond au ¢ bloc. Notons que E; peut étre multipliée a droite par une matrice
de M,,(C), et le résultat est une matrice de My (412)»,(C). On a :

A
0y,
UpEy = : =FE-A—Ep9-Dy, et : Vje[3,k+2], UE;, =E;_.
0y,
—Dy4

On en déduit : -
Ve e [0,k+1], ULE, =EA" = Eppo;Da- AT
=0
Pour obtenir cette relation, on pourrait prétendre imiter les calculs de la résolution de la question

7, ou 'on remplace la multiplication a gauche par un scalaire, par la multiplication a droite par
une matrice de M,,(C). Le probléme est que I'analogue de la multiplication par z~* serait celle par

8
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17.

18.

A~* or A n’est pas supposée inversible. Un raisonnement par densité de GL,,(12)(C) marcherait,
mais au prix d’un gros effort puisqu’il faudrait démontrer la continuité de A — D4 ! Le plus sage
est de plutét démontrer l'identité ci-dessus par une récurrence béte et méchante.

Quoi qu’il en soit, on en déduit que si p € Cyy1[X], alors par linéarité :
p(Ux)Er — Erp(A) € Vect(Ey, ..., Eyia),

ce qui se traduit par le fait que le bloc (1, 1) de p(Uy) égale p(A).

Soit alors z un vecteur non nul de M,, 1(C), et posons : X = Ejx. Notons : p(Uy)Ey = E1p(A) +
k2

E;C;, avec C; les autres blocs de la premiere colonne de p(Uy). On a :
=2

J

k+2

p(Up)X = Exp(A)z + ) E;Cjx,
=2
et on en déduit, par définition de || - || (on pourrait y reconnaitre le théoreme de Pythagore) :
k2
2 2 2 2
lp(UR) X|I* = | Evp(A)z|* + 3 11, Cl* > |Eap(A)z|f?,
=2
avec : -
1Ewp(A)z]|* = = "p(A)" EY Eap(A)z = 2" p(A) 'p(A)z = |[p(A)z]?,
et donc :

*)
Ip(A)z ]| < lpU) X < eI - IX]] < llpllo - [1X]-

On peut effectivement utiliser (x), puisque : £k + 1 < n(k +2) — 1 (cela équivaut a : k(n — 1) >
2(1 — n), qui est vrai : distinguer les cas n = 1 et n > 2). Par définition, on a facilement :
| X|| = ||lz||, donc on déduit de cette majoration :

(I < llpllo,

d’ou le résultat.

Remarque. Introduire et démontrer les propriétés de base du produit tensoriel matriciel per-
mettrait peut-étre une généralisation plus rapide du raisonnement de la partie A.

Soit A € M,,(C). Si A est la matrice nulle, on a :

(¢-2)
(A = 1pO0)La[[] "= [P(0)] < [[Plln0,0)-
Supposons donc que A n’est pas nulle et posons : B = WA. On a : |||B||| = 1, donc B est

contractante. En appliquant l'inégalité de Von Neumann avec B au lieu de A et ¢ = p(]||A]||X)
au lieu de p, on a : |||¢(B)]||] < |l¢|lp, ¢’est-a-dire :

HpCA < [lpo (HANX) s = lIplloo.jiai-

La derniere égalité est vraie parce que z — ||| A|||z est une bijection de D dans D(0, ||| A]||). D’ou
le résultat.

Haussdorffien et rayon numérique

Soit A € o(A) et soit x un vecteur propre de A associé a . Quitte & le diviser par sa norme, on
peut supposer que z est unitaire. Alors :

(Az [ z) = Mz [ 2) = A,

d'ot : A € H(A), ce qu'il fallait démontrer.
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A1 0
19. Soit (A1,...,A,) € C". Notons : D = ,et:
0 An

C- {Zlom (e vam) € Ry, S s = 1}.

i=1
On veut démontrer : H(D) = C.
Soit z € C, et soit (aq,...,a,) € (Ry)™ tel que : z = znj a;\;, avec : Zn: a;=1.0Ona:
' i=1

=1

(TN (g

donc : z € H(D). Ceci démontre I'inclusion de C dans H(D).
21
n
Pour I'inclusion réciproque, soit z = | : | un vecteur unitaire (c’est-a-dire : 3 |z;/*> = 1; notons
i=1
Tn

| est positif pour tout i € [1,n]). Le méme calcul que ci-dessus donne :

de plus que |z;

(D |z) =Y Nami = > M| € C,
i=1 i=1
d’ou l'inclusion : H(D) C C.
20. Soit A une matrice unitaire ou hermitienne. Par le théoreme (III), il existe P unitaire et D

diagonale telles que : A = PDP~! (on en sait davantage sur D : on y reviendra). Comme P!
est unitaire, elle préserve les vecteurs unitaires (bijectivement) et on en déduit :

H(D) = {(DP~'x | P~'a) | =] = 1}
— {(oPa | Py |l =1}
= {(PDP 'z | 2) | ||z|| = 1}
=H(A).
Notons alors Ay, ..., A, les coefficients diagonaux de D. Par la question précédente :

H(A) = {ETL:IOQ)\Z | (Oél,...,Oén) S (R+)n, Zn:lai = 1} .

Si A est hermitienne, on sait de plus que les \; sont réels. D’ou :
H(A) = [min(c(A)), max(c(A))].

Si A est unitaire, on sait que les \; sont des nombres complexes de module 1. Dans ce cas,
I’ensemble décrit est un polygone a n cotés, dont les sommets sont les \;.

1 e e :
8 O)’ On suit 'indication. Remarquons que si z = (g
mettant a et 3 sous forme exponentielle (si o ou § est nul, on prend un réel quelconque en guise
d’argument) :

21. Posons : M = < ) est unitaire alors, en

a=ae®, B=0be" (a,b)c (Ry)>

10
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22.

23.

Ona:a®+ b = |a|*+ |B)> = ||z|* = 1. Posons alors : § = ¢}, — ©,. Par sesquilinéarité :

o= (e () 1 (2) - o ()1 (21 (o (21 (2)

De cela, on déduit facilement :

H(M) = {<M (bZ"’) | <b39>> 1 (6,a,b) € R x (R,)2, a®+b* = 1}

= {abe” | (0,a,b) € R x (R,)?, o +b* =1}
= {a\/l — a2 | (6,a) € R x [0,1]}.

L’application a — av/1 — a? est de dérivée a — \1/27" sur [0, 1] : on en déduit qu’elle est croissante

ei¥a

sur [O, %} et décroissante sur [ﬁ’ } Sa valeur en 0 et 1 est 0; sa valeur en % est % Par le

théoreme des valeurs intermédiaires, son image est [0, %} D’ou le résultat :

H(M) = {pe” | (6,p) ERx R, } =D (0, ;) .

Notons f l'application z — (Az | ). Elle est continue par composition de x — (Az,x) (linéaire
sur un espace vectoriel de dimension finie) et de (-, ) (c’est la composition de (z,w) — (z,w), qui
H

(20
; T;y; qui

est R-linéaire sur (C")? qui est de dimension finie, et de ((x1, ..., %), (Y1,---,Yn))
est polynomiale). On a :

H(A) = f(OD).
Comme 0D est compact, en tant que sphere unité d’un espace vectoriel de dimension finie, H(A)
est aussi compact : d’ou le résultat.
La compacité de H(A) assure que 7(A) est bien défini.
Remarquons que par sesquilinéarité du produit scalaire et homogénéité de la norme, on a aussi :

B (Azx | ) . S
H = {1 een o)

En particulier :
Ve e C", |(Az | 2)| < r(A)||z|*
Pour x # 0 cela découle de ce qu'on vient de dire; pour x = 0 c¢’est immédiat.

Ceci étant dit, soit x un vecteur unitaire. Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz (dont ’énoncé de-
mande d’admettre qu’elle reste valable dans le cas complexe), on a :

(Az | z) < [|Az] - [lz]l < [[IAN] - fl2]* = [I[A]ll

Par propriété de la borne supérieure : H(A) C (0, |||A]|]), et donc : r(A) < |||A]l].

Pour l'autre inégalité de I’énoncé, on utilise l'indication avec y quelconque dans un premier
temps (nous ne démontrerons pas l'identité de polarisation, qui découle sans difficulté de la
sesquilinéarité du produit scalaire) :

Az | )]
—\ Al +9) o4 9) = (Aw =) |2 =) +i{Alx +ig) | @ +ig) — (Alw — iy) |« — iy))

(|<A(3:'+y) |z +y)|+ [(Alz —y) |z — )| + [(Alz +iy) | = +iy)| + [(Alz —iy) | 2 —iy)])

T(A) . .
<= (9l + llr =yl + 1z + iyll* + llr = iy?) -

11
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24.

25.

26.

La sesquilinéarité et 'identité évidente (a | b) = (b| a) permettent de simplifier cette somme de
normes au carré :

2+ yl® + [lz = yl* = ll2l|* + 2Re ((z, 1) + lyl* + [ll|* — 2Re ((z, y)) + lyl|* = 2 (llI* + [ly]*) -
On simplifie de méme ||z + iy||* + ||z — iy||* et on en déduit :

Az [ 9) < r(A) (> + lyll?) = r(A) (1+ ly]°) .

Si Az # 0, nous pouvons poser y = mzélx (qui est unitaire), de sorte que :
[Az]| = [(Az | y)| < 2r(A).

Si Az = 0, cette inégalité reste vraie puisque 7(A) est positif : c’est une conséquence facile de sa
définition. Ceci vaut donc pour tout z unitaire et on en déduit : |||A||| < 2r(A).

D’ou le résultat : 3[||Al]| < r(A) < [[JA]ll.

Tout d’abord, r est bien a valeurs dans R, . La question précédente implique aisément :
VA € My(C), (r(A) =0 <= [[|A]|| =0 <= A = Ou,(q))

donc r sépare les points.

Démontrons que r est homogene. Soient A € C et A € M,,(C). On a, par linéarité & gauche du
produit scalaire : H(AA) = {\z | z € H(A)}, donc :

r(A) = sup |[z] = sup IAZ\ sup [A| - [z] = [A| sup [z] = [Alr(A).
zEH(AA) zEH(A zEH(A) z€H(A)

Enfin, pour toutes matrices A et B de M,,(C) et pour tout vecteur z unitaire on a :
[{(A+ Bz [ 2)] = [(Az | 2) + (B [ 1) < [(Az | 2)| + |(Bz | 2)| < r(A) +7(B).

Par propriété de la borne supérieure : r(A+B) < r(A)+r(B), donc r vérifie 'inégalité triangulaire.
Ceci acheve de démontrer que 7 est une norme sur M,,(C).

Par la question 21, on a : 7(A) = ;, or :

H(B) = {(A"z | z) | ||zl = 1} = {(x | Az) | |l = 1} = {(Az[2) | |lz]| = 1}.

On en déduit : r(B) = r(A) = 1, donc : 7(A)r(B) = 1. Or :

1
-

10
A=y 7).

donc par la question 19 on a : r(AB) = sup|0, 1] = 1.
Ainsi r n’est pas une norme sous-multiplicative : r(AB) > r(A)r(B).

(a) On a :

- XF=xMXxF*-1)=X ﬁ(x— —wk):ﬁ X (X —wf) = ﬁ(1—w,‘;X).

Pour la seconde identité, on remarque que d’apres la premiere identité, elle revient a démon-

trer : i}
1 1 1

12
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Or on a la fameuse identité suivante, facile & démontrer (somme géométrique) que l'on a
parfois coutume d’appeler formule d’orthogonalité (sous-entendu : des caracteres de Z/kZ) :

15! in 1 sin=0modk,
ez, ka:%wk_{O sin # 0 mod k.

On a donc pour tout = €] — 1,1] :

. +oo 1k‘—1 1k 1 +oo 1k1 1
1_xk Zx”: Z a" =) %Z ZZwkx k:zij ,

=0 e j=0 L —ww
n—O[k]

ou la derniére égalité est vraie parce que : |wix| = |z| < 1.
L’égalité étant vérifiée en une infinité de complexes, elle se releve dans C(X). Remarquer
que Pégalité w) = w¥ permet d’obtenir la méme indexation que dans I’énoncé.

Autres démonstrations de la seconde identité. On pouvait aussi effectuer de I'interpo-
lation de Lagrange avec le polynéme constant égal a 1 (cela nécessite de savoir démontrer :

koo : k
I (wi — wi) = kw,’, par exemple en dérivant X* —1 = ] (X - wk) et en I’évaluant en

(=1 (=1

E;éj

wy,), ou utiliser la formule du pole simple pour obtenir la décomposition en éléments simples
1

de %z

On évalue les deux identités de la question précédente en A puis en z. Cela donne :

k .
Vi€l @— A= [ —wfA)w = (I, —wlA);, (+)
=1
et :
1 kK 1k
%ZHI — wh :kaj. (1)
j=10=1 j=1
L#]
Comme z est unitaire, on a donc :
1 (0 1 -
L= (A% | 2) = (o= A% ) D05 — At ) € 25 - wlA)ay | ),
j=1 j=1
d’ou le résultat :
1 k ) 1 k )
Lo (A 2 = 3y — ey | a) = 23 Iyl = (e | )]
j=1 j=1

Re (1— ™ (A2 | 2)) = llleRe (sl = wie” (A | ;)
z
k o
= 1 3 (I - Re (e | )
z

Or, comme on I’a vu en résolvant la question 23 :

Re (whe(Az; | o)) < |wle(Az; | 25)| = [(Az; | 23)] < r(A) ey,

13
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27.

28.

et par hypothese : r(A) < 1. On a donc :
Re (1 — e ARy | x)) > 0.

Choisissons 6 de sorte que e**{A*z | z) soit un nombre réel positif : si (A¥z | z) = 0,

%)

n’importe quel choix de 6 convient ; sinon, il suffit de poser # = —% ou ¢ est un argument

k
du nombre complexe (A*x | z). L’inégalité ci-dessus devient :

(Afz | 2)| = *(AF2 | 2) < 1.
Ceci vaut pour tout x unitaire, d’ou le résultat :

r(A") < 1.

(d) Si k = 0, alors I'inégalité souhaitée équivaut a : r(I,,) < 1. Cela découle par exemple des

questions 23 et 2 (dans cet ordre).

Supposons donc : k € N\ {0}. Comme r est une norme, elle sépare les points. Soit alors
A € M, (C) une matrice non nulle et posons : B = TZ)A' On a : r(B) = 1, donc par la

question précédente : r(B*) < 1. Par homogénéité :

T(il)kr(Ak) <1

d’ot le résultat : r(A*) < r(A)*, qui reste trivialement vérifié si A est la matrice nulle.

Conjecture de Crouzeix

Supposons 'existence de ¢ < 2 tel que :
Vn € N\ {0}, VA € M,,(C), vp € C[X], [[[p(A)ll < 2llpllca)-

01

Posons : A = (O 0

>. D’apres la question 21, on a (en prenant p = 2X) :

1Pll3eca) = 12X [0, 1) = 1

et :
Yy
ot =2 =2 sw | (5)] =2 s 1vi=2
(z,y)eC? (z,y)eC?
|z|*+]yl*=1 |z|?+]y|*=1
donc :
2<ec.

On en déduit : ¢ = 2. Ainsi la constante 2, si elle convient, est optimale.
Soit & € N. On veut démontrer : ||| A*]|| < 2[|X*||34). On a :

(g-26.(d))

.23 .
1148 2r(ar) LY 2,

or il n’est pas difficile de se convaincre que la croissance sur R, de z — 2* implique :

k
IX gy = sup 2] = sup |2 ( sup |z|) — (A,
2EH(A) 2EH(A) 2eH(A)
d’ou le résultat :
1AM < 20X ¥l

14
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29. Le fait que z soit dans H(A) résulte du théoreme des bornes atteintes.

30.

L’existence de ¢ implique :

2) =Y ar(A)re™ = e 3 Jeglr(A)*
k=0 k=0

On en déduit :

() = lenlr(A.

k=0
Alors, par I'inégalité triangulaire :
2 T
Hp(A] < Z |cxl - IHAkHl <2 Y Jadr(A)F = 21p (2)] = 2plla.
k=0
d’out le résultat.
() Si A est nulle, alors : r(4) = [|A]l| = 0. Linégalité [|p(A)| < 2[pllo.a) west alors

qu’'une variante affaiblie de I'inégalité de la question 17.
Supposons que A est une matrice non nulle. Soit B = ﬁA, et soit X une matrice inversible

telle que : cond(X) < 2, et telle que C' = X~!'BX soit contractante. L’existence de cette
matrice provient du théoreme d’Okubo-Ando admis dans I’énoncé (car r(B) = 1). Par
I'inégalité de Von Neumann — démontrée a la question 16 —, on a :

vp e CIX], (O < llpllb-

Comme la norme est sous-multiplicative (question 3) et que : B = XCX ™! on en déduit :

Vp e CIX], [lp(B)]]] < cond(X)[|p(O)][| < 2lp[lp-
En particulier, en remplagant p par p(r(A)X) dans cette inégalité :

vp e CIX], llp(AIl < 2[p(r(A) X)llp = 2[lpllpo.r(ay

d’ou le résultat.

Soit D un disque contenant H(A). Le bord d'un disque n’étant pas défini, nous présumons
que I'on a : C = dD.

Soit p € C[X]. Par la question précédente : ||[p(A)|| < 2||pllp(o,(a))- Si D est un disque centré
en 0 et de rayon R, le fait de contenir H(A) implique : 7(A) < R, et donc : D(0,7(A)) C D.
On en déduit :

Hp(A < 2[lpllo-

Supposons désormais que I'on a : D = D(z, R), avec z € C. On se rameéne au cas précédent
par translation. Pour cela, remarquons que 'on a :

H(A—=z1,) ={(Az | x) — z | ||lz|| = 1} = —z + H(A).

Il est alors manifeste que 'on a : H(A — zI,,) C D(0, R) (on translate tout selon le vecteur
—z), donc par le cas précédent :

Vp € CIX],  [llp(A = zLn)|[] < 2[pllne.m)-

Cela vaut pour tout p, donc en remplagant p par p(X + z) on obtient :
Vp € CIX],  [llp(AI] < 2[lp(X + 2)[|po,r)-

Comme w — w + z est une bijection de D(0, R) dans D(z, R) = D, le principe du maximum
permet de conclure :

vp e Clx], llp(A)lll < 2lplo = 2lple.
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