Ecrit par Fabrice Castel, lycée Fénelon Sainte-Marie.
Relu par Maxime Bourrigan, lycée Henri IV.

Correction de I’épreuve :

X-ENS — MP — 2026 — sujet A

Note des correcteurs : le sujet initial comportait les parties « Préliminaires », A, B, C et D.
Quant a la partie E reproduite ici, elle nous a €été transmise par la vidéo

https ://www.youtube.com/watch ?v=UqlaATKBWes
de Philippe Caldero sur sa chaine Youtube. Comme il l'explique, cette derniére constitue la suite

de cette épreuve, initialement prévue par son auteur. Elle est rédigée dans un style tres proche
des quatre premiéres parties.

PREAMBULE ET NOTATIONS

Dans tout le texte, la lettre C désigne le corps des nombres complexes muni de la conjugaison
complexe z — z. Pour z € C, on notera |z| := VzZ le module de z. La lettre R désigne le corps
des nombres réels et R, I’ensemble des nombres réels qui sont positifs ou nuls.

Pour x € C et § € R4, on notera

D(z,d):={2z€C | |z—=z| <0} et ID(x,0) :={2z€C | |z—z| =4}
respectivement le disque fermé et le cercle centrés en x et de rayon 6.

(I) Pour n > 1 entier, on considére le C-espace vectoriel C" que I’on munit de 'application
C"™ x C" — C définie par

n
i=1
ou les x; (resp. y; ) sont les coordonnées de z (resp. y). On notera aussi pour x € C",

e := /(a | ).

Les candidates et candidats pourront utiliser sans justification les faits suivants :
e Pour z € C" fixé, l'application ¢, : y — (x | y) est semi-linéaire au sens ou
0o (Y + ay’) = ve(y) + apy (¥) alors que ¢y, : x — (x | y) est linéaire;

e 2z |z| est une norme sur C";
o (@) <zl Iyl

Par analogie avec le cas euclidien, (- | -) est souvent appelé produit scalaire hermitien et
lorsque (u1, ..., uy) est une famille de vecteurs de C" telle que (u; | u;) = 0 pour i # j
et |u;| =1 avec 1 < 4,7 < n, on dira que (uy, ..., uy,) est une base orthonormale.



(IT) Pour deux entiers m > 1 et n > 1, My, ,(C) désigne les matrices a m lignes et n
colonnes a coefficients dans C et M,,(C) := M, ,(C) les matrices carrées n x n.

(i) Etant donnée une matrice A € M,, ,(C), on notera *A € M, ,,(C) sa transposée et
A la matrice dont les coefficients sont les conjugués dans C des coefficients de A. Les
éléments de C™ seront identifiés aux éléments de M,, 1 (C). On notera aussi A* := tA.
On pourra utiliser sans justification que pour tous = et y dans C", on a

(xy) ="ay et (Az | y) = (x| A*y) .

(ii) On considére pour A € M,,(C)
Al == supyzy=1 [Az].
qui définit une norme sur M, (C) (on ne demande pas de le démontrer) appelée norme
subordonnée. Lorsque P € M,,(C) est inversible, on définit le conditionnement de
P par
cond(P) := || P| - || P~-

(iii) Une matrice A de M,,(C) est dite unitaire si A*A = I,,. Elle est dite hermitienne
si A* = A. On pourra utiliser sans démonstration que A est unitaire si et seulement
si pour tout x € C", on a |Ax| = |z| ou encore si et seulement si les colonnes de A
forment une base orthonormale.

(III) Pour (A1,...,An) € C", on notera diag (A1, ..., \,) la matrice diagonale de M,,(C)
dont les coefficients diagonaux sont données par les \;. Le théoréme de réduction suivant
pourra, et devra, étre utilisé.

Théoréme Soit A une matrice unitaire (resp. hermitienne). Il existe alors une matrice
unitaire U telle que

A=Udiag(\,...,\,) UL

ot les \; sont les valeurs propres de A qui sont alors de module 1 (resp. réelles).

Autrement dit une matrice unitaire (resp. hermitienne) est diagonalisable en base or-
thonormale pour le produit scalaire hermitien avec valeurs propres de module 1 (resp.
réelles).

T .
(IV) Pour tout polynéme a coefficients complexes p = > p;X* € C[X] et toute matrice
i=0

T .
A € M,,(C), on rappelle que p(A) est la matrice Y. p;A’. On s’intéresse alors a |p(A)|
i=0
que 'on essaie de majorer par
Ipls = sup [p()].
aesS
pour un ensemble S compact qui, bien sir, va dépendre de A.

Les candidates et candidats sont invités a ne pas rester bloqués sur une question (notamment
celles, plus difficiles, situées en fin de partie). On attend toutefois un traitement de portions
substantielles de chacune d’elles, plutot qu’un « grappillage » de points.

Dans toute la suite, on considere n > 1 entier.



Préliminaires

1. Soit A € M,,(C). Justifier I'existence de || A|| et montrer que ||A| = max Hmu.
€T
Notons ¥ la sphére unité de M,, 1(C).
e Soit f4a : C* — R continue comme composée de x — Az et de la norme,

ou x — Ax est continue car R-linéaire en dimension finie (dimg(C") = 2n),

et la norme est toujours continue par rapport a elle-méme.
Alors ¥ = f[_l({l}) est fermé comme image réciproque d’un fermé par une application
continue.
De plus, ¥ est borné, or nous sommes en dimension finie, donc ¥ est compact.
Enfin, f4(X) est compact comme image directe d’'un compact par une application continue.
Donc max(fa(X)) existe.
Comme f4(X) = {|Az| ; « € ¥}, nous avons montré que :

AT exite et 4] = max [42] |
e Pour tout z € C" \ {0},

|Az] _ | 1 -

[ I EAL

Or lapplication C" ~ {0} — X  est surjective, donc :
7

x —
]
A
{””x"ﬁ” Lz ECn N {0}} = {|Az| ; z € ).
Donc
A
max | Az] existe et vaut || A |.

220 |z




2. Dans le cas ou A est une matrice diagonale diag (A1, .., A,), donner une expression de || A||
en fonction des ;.

Notons encore X la sphére unité de C™ et B = (eq, ..., e,) la base canonique de C".

n

Soient x € X et (2;)1<i<n ses coordonnées dans B. Alors Y |z;|2 = 1.
i=1

Alors, compte tenu du fait que B est une base orthonormale de C" :

" 2
> Niwies
i=1

Notons i un indice tel que |\;,| = Jnax |Ai|. On obtient la majoration :
N

n

— Z )\i:ci)\jxj(eﬂej) = Z’)‘ZF‘-%F

1<i,j<n i=1

[Az|? =

n n
[Az]> = D Pl < D Pl =
i=1 =1
En passant a la racine carrée, puis au maximum sur x € 3, on en déduit que :
AN < -
Ce majorant est atteint : e;, € 3 et |Ae;, | = |Aig€io| = |Aig|- Donc,
AT = hil = e [Ail]

3. Montrer que pour A, B € M,(C), on a || AB| < || 4] - | B]

Soit x € . Alors, que Bz soit nul ou non, la question 1 appliquée au vecteur Bz donne :

| ABz| § IA[l - | Bz| < Al - 1Bl
Q.1

Puis en passant au maximum sur la sphere 3, on obtient :
[1AB] < 1 4]l - 1B |

4. Vérifier que pour U unitaire, on a |[U]| = 1 et montrer que pour tout A € M,(C), on a
IAUN = IUA[l = 1Al

D’apres I’énoncé, puisque U est unitaire, U induit une isométrie sur C", donc :
U] = max{|Uz] ; = € B} = max{1} =1

L’isométrie induite par U sur C” induit a son tour une bijection de ¥ sur ¥, donc :
A = A = A = A .
[AUT = max [ AUz] = max [ 4y] = ]

Enfin, de nouveau, puisque U induit une isométrie sur C",
IUA| = max [U(Az)| = max [Az| = [|A] |
TEL T€EX




5. On suppose A diagonalisable de sorte qu’il existe une matrice inversible P et une matrice
diagonale D telles que A = PDP~!. Montrer que pour cond(P) défini dans le préambule et
o(A) lensemble des valeurs propres de A, on a pour tout p € C[X]

[Ploay < llp(A) < cond(P)]ply(a)-

e Notons (A1,..., A,) € C" tel que D = diag(\1,..., An).

Donc p(D) = dlag(p()‘l)v coog p()‘n))
Soit 7 € [1, n] et e; le i-éme vecteur élémentaire de C™. Alors :

lp(PDP~1)Pe;| = | P p(D)P~Pe;| = | P p(N\)ei| = |[p(Ao)] - | Pel,
donc
Ip(Ai)] - [ Peil = [p(A) Pei| < |lp(A)] - | Peil.-

Or |Pe;| # 0 car P est inversible. Donc [p(A\;)| < |[p(A4)]-
Ceci étant vrai pour tout ¢, on en déduit :

[Ploay = max [p(Ai)] < [[lp(A)]l |

1<i<n

e D’apres la question 3,
oA = lp(PDP=H) < IPI| - lp(D)]| - 1P~ = cond(P) [lp(D)]-

Rappelons que ||p(D)| = diag(p(A1), ..., p(An)) ou les A; sont les valeurs propres de A.
Donc, d’apres la question 2, ||p(D)| = ax Ip(Ai)| = [ploca)- Ainsi :

lo(A)] < cond(P)[ploa |




A  Principe du maximum pour les polynémes

On note D := D(0,1) le disque unité et dD := 9D(0,1) le cercle unité. Pour p € C[X] de
degré n — 1 et z € D on se propose de montrer que |p(z)| < |p|sp. On suppose ici n > 2. Soit
s =4/1 —|z]2. On introduit la matrice U de M,,(C) et le vecteur e; € C™ par

0
0 0 1 0 1
0
U - 0 9 el -
0 0 1 0
s —z 0
6. Montrer que U est unitaire.
Notons Uy, ..., U, les colonnes de U et eq, ..., e, les colonnes élémentaires.

e Tout d’abord, |U1]? = |Uz|? = |2|? + s? = 1 et de plus Uj Us = zs — 52 = 0.
Or Uy, Us € Vect(el, en).
Ainsi, par égalité des dimensions, (Uy, Us) est une b.o.n. de Vect(ey, e,,).

e Puisque (Us,..., U,) = (ea,..., €n—1), qui est une famille orthonormale,
la famille (Us, ..., U,) est une b.o.n. de Vect(es, ..., ep—1).

1
e Enfin, Vect(ei, e,) @ Vect(ea, ..., en—1) = My 1(C),
donc (Uy, ..., Uy) est une b.o.n. de M, 1(C), donc ‘ U est unitaire ‘




7. Montrer que p(z) = e p(U) e;.

On montre un résultat un petit peu plus précis que celui nécessaire, en vue de la question 9 :
montrons par récurrence que pour tout k € [0, n — 1],
k
z

0
k—1
Ukey = 2Fe; + szte, 1 = .
! ! EZO e s |« (n+1— k)-éme rang.
sz
szk—1

Aurang k=0 : U; = e; = 2% + 0 (la somme porte sur un ensemble vide d’indices).
Soit k € [0, n — 2]. Supposons le résultat vrai au rang k.
Alors au rang k + 1,

k—1
Uktley = U(Ukey) = 2FUe; + Z SzeUen_f_ 1—k+¢
=
k=1

¢
= (2Mer + s2Pen) + D s2leny1—pi—1
=0
(k+1)—1

_ k—+1 y4
= 2"tle; + Z 82 €nit1—(k+1)+¢
/=0
Ceci achéve la récurrence.

ne
Maintenant, en notant p = 5. ¢, X le polynéme de 1’énoncé, on a :
=0

n—1
p(U)61 = Z ch]el
j=0

n—1 j—1
j ¢
= E ¢ | #er + E 8% ent1—j4L
j=0 £=0

n—1j—1
0
= p(eler+ ) D ciszlen 114y
=0 =0 —_—

>2

Alors ’e}‘ p(U)e1 = p(z) ‘




8. Montrer, en utilisant le théoréeme du préambule, que
p(2)| < lp(U)] < [plop-

D’apres la question 7, en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

Ip(2)] = le1 p(U) e1] = [{ex | p(U) e1)| < ex] |p(U)er] < Ip(U)]-
Puisque U est unitaire, il existe P unitaire et D diagonale telles que U = PDP~1.
Alors, d’apres la question 4, puisque P et P~! sont unitaires :
(@)l = llp(PDP-Y)|| = || Pp(D)P~1| = lIp(D)ll-

Q 4
Puis d’apres la question 2, puisque D est diagonale : |[p(D)[| = |pl,(p)-
Or o(D) = o(U) et comme U est unitaire, o(U) C 9D, donc |p|,(p) < |plaop-
Donc :

[1p(2)| < Ip@)]l < Iplon |

REM. Une rédaction passant par la question 5 est possible, cf. question 11.

9. On suppose ici que |z| < 1. Montrer que |p(z)| < |p|op-

e Nous montrons que si |z| < 1, alors c’est la premiére des inégalités précédentes qui est
stricte :

Ip(2)| = lei p(U) e1] = [{ex | p(U) e1)| < |ex] Ip(U)er| < llp(U)]l < plop-
En effet, si cette inégalité était une égalité (cas d’égalité de Cauchy-Schwarz) seulement si
p(U)ey est colinéaire a e;.
Ce cas d’égalité ne figure pas dans le préambule. En guise de justification, remarquons que :

p@)erl? = 3" (e | p(U) ex)
=1

donc
Ip(U)er] = [{e1 |p(U) e1)| <= p(U)e1 € Vect(er).

e Montrons donc que e n’est pas vecteur propre de p(U).
D’apres la question 7 telle que nous ’avons rédigée,
en notant ¢,—1 le coefficient dominant de p (de degré n — 1), nous avons vu que :

p(U)er = p(z)e1 + scp—1€2 +y ou y € Vect(es, ..., ey).
Or s =4/1— 22 >0et c,—1 # 0, donc e p(U)e; # 0.

Donc e; n’est pas vecteur propre de p(U), ce qui justifie I'inégalité stricte.

1Si |2] < 1, alors [p(2)] < |plop ]




10. Soit S un fermé borné non vide de C. On définit alors 9S C S comme suit : = € S\9S si et
seulement s’il existe d > 0 tel que le disque D(x,d) C S. Montrer que |p|s = |plss-

e Nous commengons par étudier le cas ou S = D(a, 1) avec a € C et r > 0 quelconques.
Posons alors ¢ = p(rX + a), qui est un polynéme de méme degré que p.
[}

Soit z € D(a, r). Alors % € D.

En appliquant la question 9 au polynoéme ¢ et au complexe =2

T

Ip(z)| = [p (r=52 + a)| = [a(57*) | < lalon = IPlona, - (1)

, on obtient :

e Soit maintenant le compact non vide S de 1’énoncé.
Raisonnons par I'absurde et supposons que |p|s # |p|as, donc |p|s<as > |p|as-
Notons z un point en lequel la fonction continue z — p(z) atteint son maximum sur S compact.
D’apres notre hypothese, z € S\ 9S. Soit 6 > 0 tel que D(z, ) C S.
Appliquons (1) au disque D(z, §), au polynéme p et au point x :
(@) < IPlona,s) < Ipls = Ip()l;
(1)

ce qui est absurde. Donc | |p|s = |plas |-



B Inégalité de Von Neumann

On suppose que A € M,,(C) est une contraction au sens ou ||Af| < 1 et que p € C[X]. On veut
montrer 'inégalité de Von Neumann suivante :

Ip(AI < Iplo
11. En utilisant la question 5, traiter le cas ou A est unitaire.

Soit P unitaire et D diagonale & coefficients dans 0D tels que A = P~ DP.
Alors, d’aprés la question 5,

(A < cond(P)ploay-

Mais P étant unitaire, P~! I’est également, donc d’aprés la question 4, ||P|| = [P~ =1,
donc cond(P) = 1. En outre, o(A) C 9D, donc :
[Ip(4)] < [plon

REM. Jusque la, c’était exactement la question 8. On aurait pu le dire directement, mais
[’énoncé nous demande de passer par la question 5.

Puis, d’apres le principe du maximum vu a la question 10 (ou 8),

P < Iplop = Iplo ).

12. Montrer qu’il existe une matrice hermitienne D4 (resp. D 4+) dont les valeurs propres sont
réelles positives et telle que D? = I — A*A (vesp. D2. = I — AA*).
Indication : utiliser le théoréme de réduction du préambule.

La matrice (I — A*A) est hermitienne, donc :
il existe P unitaire, (A1,..., Ay) € R™ et D = diag(\1,..., \y) tels que I — A*A = PDP*.
Montrons que les coefficients de D sont positifs. Pour tout z € C",
(I = A*A)z|z) = (z]z) — (Az|Az) = |=* - |Az|? > (1 = |AI>)|)? > 0.
——
>0
Prenons i € [1, n]. Nous allons appliquer & = Pe; ce qui précede :
Ai = (Dejle;) = (DP*Pe;|P*Pe;) = (PDP*Pe;|Pe;) = (I — A*A)zx|z) > 0.
Posons alors D4 = P*diag(v/A1,- -+, VAn)P.
Bien stir, D42 = P*DP =1 — A*A et D4 est hermitienne & valeurs propres positives.

En appliquant ceci & la matrice A* plutét qu’a A, on obtient la matrice D 4.

D4 et Dy« sont les racines carrées hermitiennes a spectres positifs de I — A*A et 1 — AA* |

10



13. Montrer qu'il existe ¢ € C[X] tel que Dy = q(A*A) et Da- = q(AAY).

Les matrices I — A*A et I — AA* sont hermitiennes positives, donc diagonalisables en base
orthonormales.
Soient P et @ unitaires et (Ai,..., Ay, f1,- -, in) € (R4)?" tels que
I — A*A = Pdiag(A1,..., A\y)P* et I — AA* = Qdiag(p, ..., tn)Q".
Soit EF = {)\1,..., )\n, M1, c - ,/Ln}.
(On pourrait démontrer que Sp(I — A*A) = Sp(I — AA*) et méme que I — A*A et [ — AA*
sont conjugués, mais c’est inutile).
Soit p le polynoéme interpolateur de Lagrange envoyant x sur /2 pour tout = € E.
Alors
= P*diag(p(M\1), ..., p(An))P
= Pr*diag(vVA1,-.., VA)P =Dy
De méme, p(I — AA*) = D +. Posons ¢ = p(1 — X).
Alors ’q(A*A) =p(I, — A*A) = Dy et de méme q(AA*) = p(I,, — AA*) = Dy~ |.

14. Déduire de la question précédente que
A*Dgs = DgA* et ADjy = Dy A.

Pour tout k € N, A*(AA*)F = (A*A)FA*.
Donc par linéarité, en utilisant le polynéme ¢ de la question 13, A*q(AA*) = q(A*A)A*.
Autrement dit, ‘A*DA* = D A*|. De méme, ‘ADA = Dy A ‘

15. Montrer que la matrice U € My, (C) définie par
B A Dy )
v=(_p,

est unitaire.

Ul — < A* (—DA)*> ( A DA*> _ < A*A+DA2 A*D g+ — (DA)*A*)
(DA*)* A —DA A* DA*A—ADA DA*2+AA*
D’aprés la question 12, A*A + D% =1 et (Dy+)? + AA* = 1.
D’apres la question 14, Dy« A — ADy =0 et A*D g« — (Dy)*A* = 0.
Donc ‘ U est unitaire ‘

11



16. En utilisant les matrices

A Dy~ 0, --- 0p

On, On  In

0n On I,
~D4s A* 0, --- 0,

ou k est le nombre de matrices nulles 0,, de M,,(C) sur la premiere ligne, démontrer 'inégalité
de Von Neumann.

Indication : on notera ’analogie avec la matrice U de la partie A. On montrera ainsi que pour
p de degré < k + 1, le premier bloc en haut a gauche de p (Uy) est égal a p(A).

Pour tout £ € [1, k + 2], notons J; = (0] - - - [0]1,[0] - - - [0) € M (42)n,n(C) ot la matrice Iy,
est située en /-eme position.
Alors, pour toute matrice M € M 12y, (C),

JIUM = AJ;M + Da-JiM,
JEUM = Ji oM (Vm € [2, k +1]), (+)
JtoUM = —DaJiM + A*J3M (inutile)

On en déduit par récurrence comme la question 7, que pour tout ¢ € [0, k + 1],
JiUL, = A,
UL = 0, (Yme[2, k+2—1]).
En effet, le résultat est clair au rang 0.
On suppose le résultat au rang ¢ € [0, k]. On part donc de (xx).
En appliquant (), on obtient :
JUF T = J;U(ULR) = AJUL + Dax J3UETy = AL
0
JEUE g = Jr U (UL = Tk (UEL) =0, (Vme[2, k+2—£—1]).
Ceci acheéve la récurrence.
Par linéarité, on en déduit que ‘pour tout p € Cp11[X], Jip(Ug)J = p(A4) ‘

REM. Je conseillerais, le jour du concours, de se contenter d’écrire (xx) et d’affirmer que la
récurrence est identique a celle de la question 7.

Lorsque p est constant, [[p(A)]| = [[p(1)In]| = [p(1)] = [plp-

Lorsque p est de degré d > 1, posons k = d — 1 et Uy, la matrice précédente.
x
0

Soient x € C" tel que |z| =1et X = : € CHk+2n: on a aussi | X| = 1.
0
Alors, en appliquant la question 11 a la matrice unitaire Uy,
Ip(A)z] = [p(Ur) X < [lp(U)l] S IPlp-
Q. 17

Ceci étant vrai pour tout € C" de norme 1, il en résulte que ‘ le(A) < Iplp ‘

12



17. En déduire que pour toute matrice A € M, (C), on a
lp(A)N < Iplpgo,pap)-

Soit A € My (C).

e Si A est la matrice nulle 0,, le résultat est clair :

lp(0n) I = llp(0) Inll = [p(0)] = IPloy = IPIn(o,0.1)-
e Passons au cas ou A n’est pas nulle.

A
Posons B = —— de sorte que | B = 1.

Al
(e o]
Notons (cg), les coefficients de p : p = Z coX?.
. =0
Posons ¢ = Z cof|AJI* X un polynome de méme degré que p.
£=0

Alors, en appliquant la question 16 & la contraction B et au polynoéme q :

A
p(A)] = q()mé q|p-
(Al Al lql
Or
= max co([| Al z .
lglp na Z%) o(lAll)" yGID)O\HAH\) Z cey’| = lalpo,ap)
Donc,

(A < Iplpo,pap)-

13



C Hausdorffien et rayon numérique

Le Hausdorffien de A € M,,(C) est par définition le sous-ensemble suivant de C :
H(A) == {(Az [ z) |2 € C", 2] = 1}
18. Montrer que o(A) C H(A) ot o(A) est ensemble des valeurs propres de A.

Soient A € 0(A) et v un vecteur propre de norme 1 associé a A. Alors :

A= Av|? = (Avjv) € H(A).
Donc |g(A) C H(A) |

19. Montrer que pour (A1, ..., A,) € C", H(diag(A1,. .., A,)) est 'enveloppe convexe de {1, ..., A\, }
Sa; =1 et aiERJr}.

=1

n
c’est-a-dire ’ensemble {Z ;N
i=1

Notons C I’enveloppe convexe de {A1,..., Ay}
e Soit z € ’H(diag()\l, N )
11 existe alors = = Z zie; € C" tel que |z| =1 et z = (Az|z) = Z)\ |z;|2.
=1
Or les |z;]? sont des réels positifs de somme 1, donc z € C.
(diag(A, ., An)) C C]

Ainsi,

n n
e Soient z € C et (aq,..., a,) € (R4)"™ tels que Zai =letz= Zai)‘i

Posons = = Z Vaiei. Alors |z = 4| Z \/071 =1et (Azx|z) = Zaz)\ = z.

=1
Donc z € H(diag(A1, ..., A\n)).
(diag()\la ooog A?’L)) ‘

Ainsi,

20. En déduire H(A) lorsque A est unitaire (resp. hermitienne).

e Lorsque A est unitaire, il existe P unitaire et D diagonale tels que A = PD P*.
D’oti, pour tout x € ¥ (la sphere unité de C"), (Az|z) = (DP*z|P*x).
Or P* induit une bijection de 3 sur elle-méme, donc d’apres ce qui précede, H(A) = H(D).
Donc H(A) est 'enveloppe convexe des valeurs propres de A.

Ainsi, | H(A) est un polygone convexe inscrit dans 0D ‘

e Lorsque A est hermitienne, le raisonnement est identique.
Et puisque 0(A) C R, on a : ‘”H(A) est le segment [min(o(A), max o (A)] ‘
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21. Montrer que H <( 8 (1) )) :]D)(O, %)

Indication : on pourra commencer par calculer (Az|x) pour x = (bgw) avec a,b € Ry et a? +b? =
1.

e Soient r € [0, %] et 0 €] — m, m]. Ainsi, 7e? est un point générique de D(0, %)
Soient o = $Arcsin(2r) et (a, b) = (cos(a), sin(B)).
Alors ab = cos(a) sin(a) = § sin(2ar) = r (car sin oArcsin = id_z ).
Posons © = (,%). Puisque a* +b* =1, |z| = 1.
De plus, (Az|z) = <(b%10) | (3%0)) = abe™ = re®.
Ainsi, D(0, ) C H(A).
e Soit z = (Zf) tels que |af? + |8 = 1.
Alors (Az|z) = <(€)!(§)> = @ est un point générique de H(A).
Or [af] < 3(laf* +18P%) = 3.
Donc H(A) C D(0, 1).

. 0 1
Finalement, | H (( 0 0 >) :D(O,%) L

Wl

s
2

22. Montrer que H(A) est un fermé borné de C.

L’application f4 : (C")? — C est R-bilinéaire en dimension finie,
(z,y) — (Azly)
puisque dimg ((C")?) = 4n, donc f4 est continue.
L’application a : C* — (C")? est linéaire en dimension finie donc continue.
z — (2, 2)
Rappelons que ¥, la sphere unité de C”, est compacte.
Donc f40a(X) est compact comme image directe d'un compact par une application continue.

Mais fa 0 a(X) = H(A), donc "H(A) est compact (un fermé borné de C) ‘
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On introduit le rayon numérique r(A) de A défini par

r(A) := max z
(4) = max ).

23. Montrer que 3[|A| < r(4) < JA]-
Pour la premiere inégalité, on pourra utiliser 'identité de polarisation

KAz |y) =({Alz+y) |z +y) — (Alz—y) [z —y)
+i(A(x +iy) | x +iy) — i{A(z —iy) | = — iy).

e Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, présente dans le préambule, pour tout =z € X,
[(Az|z)| < |Az] - =] < AN |=]? = | A]l.

En passant au maximum sur x € 3, on obtient : [r(A) < || 4]l |

e Passons a l'inégalité inverse.
Ecartons le cas A = 0 évident (car r(0,,) = 0 et ||0,] = 0).

Soient x € ¥\ Ker (4) tel que ||A|| = |Az| et y =

Ainsi, ||A| = (Az|y) avec x,y € X.
Pour alléger les calculs, pour tout & € [0, 3], notons z = z + i*y.
D’apres 1’égalité de polarisation,
1S 1
Al = (daly) = 3 3 #(Azla) = 5
k=0
Or, pour tout k € [0, 3],

lzel? = 12> + [yl + (=i)*(zly) + *(ylz) = 2 + 2Re (i*(y|z)).

AL
| Az|

3

1S 1 )
ZZ (Azg|zp)| ZZ )zl

k=0

3
> i*(Azg|z)
k=0

Donc

3
Z |2x)? = Z <2 + 2Re( <y\x>)> =8+ 2Re (<y|w> sz> = 8.
i=0

k=0
Donc

Al < 2r(A) |
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24. Montrer que 7 : A € M, (C) — r(A) € R est une norme.

e Homogénéité
Pour tout s € ¥ (la sphere unité de C"),
VA € C, VA € M,(C), [(AMz|x)| = |A| - |(Ax|z)],
donc en passant au maximum sur x € 3,
VA e C, VA e M,(C), r(AA) = |A|r(A).

o Séparation
Pour tout A € M,,(C), si r(A) = 0, alors d’apres la question 23, ||A| = 0, donc A = 0.

o Inégalité triangulaire
Pour tous 4, B € M,,(C), pour tout = € ¥,
((A+ B)z|z)| = [(Az|z) + (Bz|z)|
< [(Az|z)| + [(Bzl|z)]
< r(A)+r(B)

Donc r(A + B) < r(A) + r(B).

Ainsi, |r: A € M, (C) — r(A) € Ry est une norme sur M, (C) ‘

L ) et B = A*, montrer que l'inégalité r(AB) <

25. En considérant les matrices 4 = ( 0 0

r(A)r(B) n’est pas vraie.
D’apres la question 21, r(A) = %
Puis 7(A*) = 3, car pour tout € X,
[(A*z|z)| = |(z]|Az)| = [(Az|z)| = |(Az|z)|.
D’un autre coté,

r(AA*) = max(E12Ey z|z) = max(Enz|z) = mfix(E112$|x> = max |Enz|? =1
|lz]=1 Jz|=1 Jz|=1 Jzl=1

Orl> 1.
On voit sur cet exemple que ‘l’inégalité r(AB) < r(A)r(B) peut étre mise en défaut ‘
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26. On veut dans cette question montrer I'inégalité r (Ak) < r(A)* pour tout k € N.

26.a) On suppose k& > 1. On note wy, = exp (217”) une racine primitive k-éme de 'unité. Partant

k
de I’égalité polynomiale usuelle X* — 1 = H X - ) en déduire les égalités polynomiales

(=1
k

1-XF=T[(1—wiX) et ZH(1—ka)

/=1 j 1/=1
l#j

k

k > ¢ k(k1) \ —1 +lsik=1
. a 2t k(k+1) . SLR = [2]7
e Pour tout k£ € N*, Hwk =Wt = (wk : ) - { —1sik=0[2].

=1
(en effet, wy est d’ordre k, or k divise k(k;l) si et seulement si #H € N.)

Donc H ( — wk*e) = —1 pour tout k € N*. Par conséquent,

E?r
><
e
??‘(\

k
1-XF=-T[(X —w)
/=1

6:1 j:u j=1
k
e Pour tout j € [1, k], notons P; = H(l — )
/=1
0+
Alors pour tout m € [1, k] \ {j}, Pj(w,~™) = 0 tandis que pour m = j, on obtient :
k k—1
iy 0—j '
Pi(wp ) = [JQ - w™) b [T —wi) = Pe(D).
=1 e
U] =t—
1
Notons Q = Z H (1 — ka) Z P;. Etudions le polynéme @ — —Pk( )
] 1£¢1 j 1
J

. 1 1
pour tout j € [1, k], Q(wr™7) — %Pk(l) =0, donc @) — EPk(l) =0,
car un polynoéme de degré au plus k — 1 s’annulant en k points différents est le polynéme nul.
Donc @ est constant sur la valeur 1 P;(1). Or Q(0) = 1, donc :

ZH(I—ka).

] 1/=1
L#£5
k—1
1l découle de notre argumentation que Py(1) =k, autrement dit, H(l —wih) = k.
/=1
On peut aussi le prouver directement en considérant le terme constant du polyndéme
(X +1)F -1
X .

Ainst, les %PJ sont les polynomes interpolateurs de Lagrange associés aux (wk_j)lgjgk.
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26.b) Pour z € C™ de norme 1, on pose pour j =1,...,k

k
T = ( H (I—wﬁA))m.
/=1
£
Déduire de la question précédente la formule suivante :

k: .
LS [leyl? - (o | 2)] =1 (4% | ),
i=1

D’apres la question 26.a) appliquée a la matrice A, puis a z, on obtient :

k
(1) (I — AF)z = (H(I — wkEA)) z = (I —wg? A)z;j pour tout j € [1, n];
/=1

1 k k 1 k
(11)3::—2 H(I—wiA) :U——ij
Fig\ e ko
£
Alors :
1 k 1 k .
2 [l = (widz | 25)| = 23T =~ wjA)z; | 25)
Jj=1 X ];1
= % Z((I — Az | ;)

—
3
=
<
Il
N

k
= (- AB| 1Y)
j=1

= <(I = Ak)x | :10>

—~
=0
=0

=

1— (Afz | z).
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26.c) On suppose r(A) < 1. Soit € un réel quelconque et soit z € C™ un vecteur unitaire. En
écrivant Iégalité précédente pour e A, montrer que la partie réelle de 1 — e**? <Akx ] x> est
toujours positive et en déduire que r (Ak) < 1.

e On applique la question 26.b) et on utilise I'inégalité suivante pour tout j :
|<ij|xj>| = H‘T]H2|< ||xj|||||xj||>| < ”%’”27’(14)-

Remarquons que I'inégalité tient méme si z; = 0 (et c’est alors une égalité). Il vient :

Re (1 — e (AFz | 2)) = % (ﬁ:(!lel\Q wk%w(z‘lelwﬁ)))
_ % Jil (ua:jHQ ~Re (wkﬂ‘e“’ijlxﬁ))
> < 3 (el = [(azyles) |
> ;i (laslP=r(a))

Ainsi, | Re (1 — etk <Akx | x>) >0/

e Soit # € C" tel que |z| = 1 et r(A*) = |(A*z|z)|.
Posons 0 = — 4 Arg(A¥z|z).
Alors r(AF) = ’(Aka:|x>} = e (AFz|z) = Re (e (AFz|z)).
Donc Re <1 - eik9<Akaz|x>> =1 —r(4F).

Or Re (1 — eik9<Akm|x>> > 0 d’apres ce qui précede.

Autrement dit, |r(A*) < 1

26.d) En déduire le résultat annoncé, i.e. r (Ak) < r(A)¥ pour tout k € N et pour tout A €
M, (C).

Soit A € M,,(C) ~ {0}.
D’apres la question 24, nous savons que 7(A) # 0.
A
Soit B = (A Toujours d’apres la question 24, r(B) = 1.
r
Mais alors on peut appliquer la question 26.c) a B : on obtient que r(Bk) < 1.

Ak
Donc r (T(A)k) <1

Dong, toujours par homogénéité de la norme r, d’apres la question 24 :

r(AF) < r(A)*|
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D Conjecture de Crouzeix

La conjecture de Crouzeix s’énonce comme suit : pour toute matrice A € M,,(C) et pour tout
polynoéme p € C[X] on a

[P(A)] < 2[ploay- (1)

0 1

0 0 >, montrer que la constante 2 dans la conjecture ne

27. En étudiant 'exemple de A = <

peut pas étre améliorée.

On a vu a la question 21 que H(A) = D(0, 3), donc r(A4) = 3.
Prenons p = X. Alors |ply4) = max1 |
(075)

= ||A|| = max |Az| = A(}) = max [b] =
Ip(A)] = AL = o [Aa] = max JAG) = yuax [0

Donc |p(A)| = 2|pla) : ‘la constante 2 ne peut pas étre améliorée ‘

28. En utilisant le résultat de la question 26, montrer que la formule (1) est toujours vérifiée
pour les monémes p(X) = X* avec k > 0 entier.

Soit A € My(C).

k
Ak < or(AF < 2 Ak:2( ) 2( k)—ZXk
1A%l . r(A¥) r(A) Zggla(ﬁ)IZI g@;\x |2"| 1 X% na)

T
Question 23 Question 26

. T
29. Soient A € M, (C), z = r(A)e? € H(A) et p(X) = 3 xX* € C[X]. On suppose qu'il
k=0
existe ¢ € R tel que ¢, = |cx| €?*9) pour 0 < k < . Montrer que (1) est vérifiée pour le couple

(A, p) considéré.

e Comme au début de la question 28 :

ijckAk S Jexl ‘HA’“W < QZ\ck]rAk < 2Zr:\ck]r(A)k
k=0 T ) —

=0 Question 23 (=0 Question 26

lp(A)N =

e D’un autre coté, d’apres la définition de r7(A), H(A) C D(0, r(A)), donc :
Z ay®| < Z ORTHIRS Z |k |r(A)*
) k=0 k=0

= max
IPl2(a) o 2
Mais par ailleurs, d’apres les hypotheses de la questlon 29 et le fait que z € H(A) :

' T
lerlr(A)F = |3 [exle™® (e#2)"| =

€R,

maX
yeD(0,r(

T
€Y ekz®| = [p(2)] < Iplaa)
k=0

On en déduit que |plya) = Z lek|r(A)F et donc :

(A < 20pla
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30. Un résultat de Okubo et Ando montre que si B € M,,(C) est telle que 7(B) < 1 alors il existe
une matrice inversible X vérifiant cond (X) < 2 telle que C' := X "1 BX soit une contraction.
30.a) En utilisant le résultat de Okubo-Ando, montrer que
Ip(A)] < 2]plpo,r(a))-
. . A
Soit A € M, (C) ~ {0}. Soit B = A Alors r(B) < 1.
r
T
Soit p = Z X" e C[X] un polynéme quelconque. 11 vient :

k=0

lp(A)] =

= 'HX i ckr(A)ka) Xt
k=0

'
Z cp AF
k=0

Z cpr(A)FBF
k=0

T

> e(r(4)C)F

k=0

N

XX =)
N———
cond(X)

2|lp(r(A)O)|
2|ploo, 1rayc

Y

2|plp(o, r(a))

Icl<1

N

30.b) En déduire, pour tout disque contenant H(A) de bord C, que
(A < 2lple-

Soit p € C[X] un polynéme quelconque.
Soient z et p > 0 tels que C = 9D(z, p).
Posons B=A — z1.
Posons ¢ = p(X + z), de sorte que p = ¢(X — z), donc p(A) = q(A — zI) = ¢(B). Alors :
lp(AI = lla(B)l < 2lalpo.rB)-
Q. 3T0.a)
Montrons que 7(b) < p.
H(B) = {(Az
Par hypothese, H(A) C D(z, p), donc H(B) C D(0, p), donc r(B) < p.
On en déduit que D(0, 7(B)) C D(0, p). Donc :
lalpor) < lalbo,y < llallan, )
Q.TIO
Exprimons cette derniere quantité en fonction de p :

= max = max —Z = max = .
llallon(o, ») yeam(o,p)my)’ yeaD(sz)IQ(y ) I lp(y)| = Iplec

—zxlz) ; |o| =1} = {(Az|z) — 2 ; 2| = 1} = H(A) - 2.

Finalement, nous avons montré que :
[Ip(A)] < 2lple]

FIN DE L'’EPREUVE !

1. telle qu’elle a été donnée au concours le lundi 13 avril 2026.
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E Matrices de Jordan perturbées

Soit n > 2. Comme a la partie C, on note w,, = exp (217”)
o 1 0 --- 0
On considére la matrice J, = | - e eMuR),ou0< v < 1.
0 1
0 v o 0

31. Donner les valeurs propres de .J,.

La matrice J, est la transposée de la matrice compagnon classique X" — v.
Or le polynome caractéristique d’'une matrice compagnon d’un polynéme unitaire de degré n
n

est ce polyndme. Donc ici, x5, = xtj, = X" —v = H (X — Ul/”wnk).
k=1
Les matrices compagnon étant hors-programme, donnons-en une démonstration.

; S (nen| Y
det(XIn—Jo) =| - . . . e B
e( n Jv) : .. .. 2 0 0 2 : . . . .
0 0 X -1 0 0 X2 —-Xx
—v 0 0 X v 0 0 X
X"—ov 0 O 0
wy| T
=X 2 e — X" —
@ L g
—v O X2 O
—v 0 0 X
(1) Pour tout k € {1,---, n— 1}, on a effectué L}, + Xk,

(2) Pour tout k € {n —1,n —2,..., 1}, on a effectué Lj < Ly + L _,.
Par conséquent, | Sp(J,,) = {v'/™w,* ; k € [1, n]} |
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32. Soit

1 1 1

1 WTL e wz_l
M =

1wt ... wy(ln_l)z

n
Montrer que %M est unitaire et en déduire le conditionnement de M.

Notons (my.e)1<ke<n = (M| - |My) = M. Ainsi, pour tous k, ¢, my s = Wt
Alors pour tous k, ¢ € [1, n], remarquons que { —k =0 [n] <= k ={. On en déduit que :
n n nsik= 8,
M.* M, — w—mkw ml _ w (L=k)ym _ 1— (L—k)\n
5 D ettt = ) ) Lolon 2 skl
= - 10, @H
Ainsi, (M, ..., M,) est une famille orthogonale de vecteurs de norme constante égale a \/n.
Donc (ﬁMl, e ﬁMn) est une b.o.n., donc ﬁM est unitaire |.
Alors [|M]| = v/nll =M| = v/n.
_ _ |
Bt M1 = LlvaM ] = L (M) = &
Donc | cond(M) = |M|| - M '] = 1],
33. Pour tout £k =1,--- ,n, on note
1
,Ul/nwfi—l
v = v2/nw%(k*1)
U(n—1)/nw1(1nfl)(kfl)
Soit alors P la matrice de passage ot on exprime les vecteurs vy, - - - , v, dans la base canonique.

Montrer que son conditionnement, cf. la question 5, est égal a v—(n=1/n,

Soit D = diag(1, v/, ..., v(»=D/?) de sorte que P = DM. Alors |cond(P) = v~ =1/ car :

cond(P) =[PP~
= IDM| M~ D7
—  ValL DM L |yAM D
= ID(EM)IHI(EM) - D7
= [ DIID-
= max Sp(D) max Sp(D~1!)

1 x p=(n=1)/n

—
~—

(1) En application de la question 4, puisque ﬁM et (ﬁM )~! sont unitaires.

Attention : Ienchalnement des questions 32 - 33 est susceptible de nous laisser chercher
comment exprimer cond(DM) en fonction de cond(D) et cond(M). Et de fait, on trouve
Iégalité cond(DM) = cond(D) cond(M ), mais on ne peut utiliser a priori une telle égalité, car
la norme || || est seulement sous-multiplicative. On a utilisé sa multiplicativité ezacte lorsque
I'une des matrice (ici M) du produit est colinéaire & une matrice unitaire.
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34. Déduire des calculs précédents que si v > 271 alors la conjecture de Crouzeix est
vérifiée pour J,.

Remarquons que pour tout k € [1, n], Jyvp = v'/"w, vy,
Alors, pour tout k € [1, n], J,PEy = PDE}, avec D = diag(v'/", v'/™w,, -, v!/"w,F1).
Donc J,P(Ey|...|E,) = PD(E1|...|Ey,), ainsi J, = P~'DP.
Alors, d’apres les questions 5 puis 18 :
Ip(J)ll < cond(P)|plscs,) < cond(P)|plw(s,)-
Q.T5 Q.T17

Afin de vérifier la conjecture de Crouzeix, il suffit que v=(»~1/" = cond(P) < 2.

Donc |si v > 27/("=1) alors la conjecture de Crouzeix est vérifiée pour Jy, |

35. Montrer que
H(Jo) = D(0, cos(r/(n+1))).

Indication : a ce stade du sujet on pourra utiliser sans en donner les preuves les faits élémentaires
suivants :

(i) H(ad) =aH(A);

.. . . s . / N A+A*Y .

(ii) la projection sur I'axe des réels de H(A) est égale a ‘H (T) ;
(iii) Joy est semblable a ¢Jy pour tout ¢ € C*;
iv) les valeurs propres de 20120" sont les cos(km/(n + 1 our k=1,---,n.
(iv) prop 5 p ;s

Attention : Nous remplagons (iii) par (iii)’ (et il semble que ceci soit nécessaire) :
(iii)’ Jo est unitairement semblable a ¢ Jy pour tout 6 € R.

En effet, une matrice de passage P possible telle que P~ 'JoP = cJy est
diag(1, ¢,---, 1) et si |c| = 1, cette matrice diagonale est unitaire.

Pour tout 6 € R, d’apres (i) puis (iii), il existe P € G¢,,(C) tel que :
M (Jo) = H(e®Jy) = H(P~1JyP).
D’apres (iii)’, cette matrice P peut étre choisie unitaire, donc P~ = P* et :
H(P*JoP) = {(P*JoPz|z) ; [z =1}
{(JoPz|Px) ; [x] =1}

= {(oyly) 5 Iyl =1}

= H(Jo)
car les matrices unitaires réalisent une bijection de la sphére unité sur elle-méme.
Ainsi, dés qu'un complexe z appartient & H(.Jy), e’z y appartient, et ce pour tout 6.

Donc H(Jp) est une réunion de cercles centrés en 0.
Autrement dit, il existe une partie non vide R C R telle que

reR

Par conséquent, la projection de H(Jp) sur 'axe des réels est |J 9{—r, r}.

reR
Or d’apres (ii), cette projection coincide avec H (£t%0°).
Mais % est hermitienne.
nous avons vu question 20 que dans ce cas, H(£2E0") = [min o (L") max o(LHh0)]

D’apres (iv), ce segment est [— cos(w/(n + 1)), cos(m/(n + 1))].
Récapitulons :
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H(‘]OJFTJO*) = TLEJRﬁ{—T, T} et H(JOJFTJO*) = [—cos(m/(n + 1)), cos(w/(n + 1))].
Par conséquent, R = [0, cos(n/(n + 1))] et donc H(Jp) = gRaD(o, T).

Ainsi,

H(Jo) = D(0, cos(r/(n +1))) |

36. En déduire que D(0, cos(m/n)) C H(Jy).

Dans ce qui suit, nous noterons en exposant la taille des matrices.

Soit z € D(0, cos(m/n)).

D’apres la question 35, z € H(Jén_l)), ol J(()n_l) € M,,—1(C).

Alors il existe x € M,,_1,1(C) tel que |z| =1 et <Jén71)x |z) = 2.

Notons 2/ € M,, 1(C) dont les coordonnées sont celles de z, avec un 0 en plus en position n.

Notons x1,..., p_1 les coordonnées de x. Alors :
Remarquons que les expressions de <J5n)x’ |2') et de (J(()n_l)m | ) ci-dessous sont toutes deux
n—2
égales a Z Tht1Tk
k=1
0 1 soa (0) 1 1 T2 -
(0) 1 Tn-1 Tn1 - It n 1 7
5 . n— n— 0 n—
V21
0 1 ( ) T
) X1 gl ]
: (0) . Tn—1 Ln—1 x%_l Tn—1
0 ---

Autrement dit :
n—2
(I |2y = 3 Feraa = (J5" V] a) = 2.
k=1
Donc z € H(J,). Ceci montre que ’D(O,cos(w/n)) C H(Jy)

37. Montrer que pour tout ¢ € C*, ¢J, est semblable & Jen,

Notons Q = diag(c, ¢?,..., ¢"). Alors pour toute matrice M = (m;;)1<i j<n,
QMQ™ = (d'mije )1<ij<n-
En effet, multiplier a gauche (respectivement a droite) par une matrice diagonale D revient a
multiplier chaque ligne (resp. chaque colonne) par les coefficients diagonaux de D.
Donc | QJ,Q " = Jeny
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38. On suppose 0 < v < (cos(m/n))" et on pose ¢ = cos(w/n)~L. Montrer que J.n, est une
contraction.

Avec ces hypotheses, ¢"v €]0, 1].
Alors, pour tout vecteur a = (a1, ag, --- , ap) € C", en identifiant C" et M,, 1(C),

Jenya = (ag, -+, ap, c"vay).

n n
Donc |Jenpal? = Z la;|? + |c"vay |* < Z |ai|* < |al?.
i=2 i=1

Donc ‘ [[Jeno |l < 1, c’est-a-dire que Jen,, est une contraction ‘

39. Déduire de I'inégalité de Von Neumann que

(Tl < cos(m/n) =" |pla().,
et conclure que pour n > 6, toutes les matrices J, vérifient la conjecture de Crouzeix.

Indication : on pourra utiliser que pour n > 6, on a cos(w/n)!™" < 2.
Soit n > 6.

e Casou 27/(=1) <y < 1.
Dans ce cas, d’apres la question 34, ‘ J, vérifie la conjecture de Crouzeix ‘

e Cason 0 <v <201,
puisque cos(m/n)!=" < 2, on a : cos(m/n)" > 2~ =1 donc 0 < v < cos(m/n)".
Posons ¢ = cos(m/n) "t €]1, 400 (comme & la question 38).
Soit p € C[X] un polynéme.
Reprenons la matrice diagonale @ = diag(c, ¢*, ..., ¢") de la question 37.
Sa plus grande valeur propre est ¢”, donc ||Q| = ¢" (puisque @ est diagonale).
La plus grande valeur propre de Q! est ¢!, donc [|Q7!|| = ¢! (puisque Q! est diagonale).
Donc cond(D) = ¢ 1.
Posons ¢ = p(c™1X).

lp(Jo)l = lla(eo)ll = 1QaJen @I < cond(D)llg(Jeno) | = ¢ llg(Jeno)I-

Or, en appliquant I'inégalité de Von Neumann (question 16) a la contraction Jeny (cf. question
38) et au polynéme ¢, on a

2

lg(Jeno)ll < lglp-
Mais
”q”D = ”p||D(O,Cos(7r/n)) C H(JU)
Donc
Ip(Jo)ll < cos(m/n) " Ipla(s,)-
A nouveau, comme n > 6, on a : cos(m/n)"" < 2, d’ot :

Ip(J)ll < 2|plss,) €t Jo vérifie la conjecture de Crouzeix |

e Cas ou v =0.
Soit (vg)r une suite dans |0, 1] tendant vers 0.
Pour tout k, 'ensemble #(.J,, ) est compact, donc il existe z € H(J,,) tel que

IPl(1,) = [p(2)]-
Pour tout k, soit a € ¥ (la sphere unité) tel que z; = (Jy, arlar) = 2.
Puisque ¥ est compacte, il existe une injection croissante ¢ : N — N telle que (ayw))k

27



converge.
Soit a € ¥ la limite. Alors, pour tout k,

I2(Fopi)I < 2[P({ oy a) @) |-

Lorsque k tend vers +00, [[p(Ju,,

L’inégalité est maintenue a la limite, d’ou :

Ip(Jo)ll < 2|p({Joala))|.
Alors, a fortiori,

)| tend vers ||p(Jo)| et |p(<J¢(k)a¢(k
\p( Joa|a )|, puisque toutes les fonctions mises en jeu sont continues.

yapk)))| tend vers

llp(Jo)ll < 2|pls(s) et Jo vérifie la conjecture de Crouzeix.

autrement dit, dans ce cas la également (ot v = 0), Jy vérifie la conjecture de Crouzeix.

Commentaires : la conjecture est vérifiée pour toutes les matrices de la forme

A a1

Qp—1
ay, A

La conjecture est démontrée pour n = 2 et dans le cas général elle est valable si on remplace la

constante 2 par 1+ /2
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