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Préliminaire

1) On résout la récurrence  u, = Qp_1—Un—2, d’équation caractéristique r’—ar+1 =0 (E), de discriminant A = a?—4.

o Si|af > 2.
« a?—4 a—va?—4
(E) admet deux racines réelles distinctes ry = % et 1o = — s Donc u, = Ay + ury . Les
P
conditions ug = 0, u; = 1 donnent : | u,, = L2
a?—4
o Silo| < 2.
a+iv4 —a?
(E) admet deux racines complexes conjugué r = % et 7.
PRI L

Les conditions initiales donnent : | u,, =

ivd—a? |
Posons a = 2cos () avec 8 € 10, 7], d’ott 11 =75 = €.

ind —inf :
. . i e’ — ¢ sin(nf
On obtient 'expression réelle : | u,, = — = (nf)

e — =0 sin (0) |
e Sia=2.
(E) admet une racine double r =1 et [u, =n].
e Sia=-2.
(E) admet une racine double r = —1 et ’un =n(—1)""1 ‘
Premieére partie
2k k k 2k k
2) Pour k € [1,n] on a = — donc < < —.
2n+1 n+s n+1 2n+1 n
k k—1 —k+1
Et — _n * >0, donc
n+1 n n(n+1)
k-1 k 2k k
< < < —
n ~n+l"2n+1 " n
! nttps://tinyurl.com/hb8n2vr9 18-04-2026


https://tinyurl.com/hb8n2vr9

3)

4)

k k 2k
Soit o = () la partition réguliere de [0, 1] et les deux suite a = () et f = ( > .
0<k<n n+1/1cp<n 2n+1) 1 ch<n

Remarquons que
n n

Uy = Z(Uk —op-1) flag) et w, = Z(Uk —o-1) f(By)

k=1 k=1

Donc ce sont des sommes de Riemann de f sur [0, 1] relativement & la partition o et aux poids a et 3 .
v, = R(f,0,a) et w, = R(f,0,5).

1 1
f est continue sur [0, 1] donc : | v, e /0 f(t)dt et wy, e /0 fe)dt

3.a) Soit a € [0,2[, lintégrale I,(f) = dz est bien définie .

=
_a V4 —x2
On pose x = 2cos (), 8 € [0y, m—00] avec 8y = arccos(a/2) : alors dz = —2sin (0) df et v/4 — x2 = 2sin (0) > 0 par
suite

71’70()
L= [ fzeos(@)0

0o

Cette intégrale admet une limite quand a — 2~ (i.e 6y — 07) . D’ou la convergence de I(f) .

Ainsi par passage a la limite on obtient : / f(2cos (0))de | .

3.b) Onal(f,) = %/W@cos(&))”dﬂ et [1(fo) = L, (/1) = 0 et I(f2) = 2].

0

1 iy
3.0) 1(f,) = - / (2c0s (0))" d6
™ Jo
e Sin est impair :

Par le changement ¢ — 7 — 60 on a : I(f,) = —I(f,) = 0.

e Sin pair (n=2p) :

En utilisant la formule d’Euler :

2p 2p
(2c0s (0)) = (¥ + ™) = (35) (") (e = Gf) (2P
0 0

k=

1(f ):l/ﬂ ipz 2p o2i(k—p)8 dﬁzli 2p /ﬂe2i(k—p)9d9
2p ™ Jo 0 k' ™ k 0

k=0

donc

T 2
Si k # p, Vexposant 2k — 2p # 0 , donc / e2i(k=p)0 49 — , par suite I(fa,) = (5)
0

n
si n est pair
Ainsi |I(f,) = (n/2)

0 si n est impair

4.a) Puisque U, est uniforme sur {1,...,n} :

ooe(5)) - ol




1< k
Posons h(t) = f(2cos(nt)), elle est continue sur [0,1]. Alors la somme ci-dessus vaut — Z h( n 1), qui est
n n
k=1
exactement le terme "v," de la question 2 appliquée a h. Donc elle converge vers

/ h(t) dt = %/W F(2c0s (6)) d0 = 1(f)
0 0

d’ou le résultat.
4.b) Fixons y € [-2,2].

D’une part, comme "cos" est décroissante sur [0, 7], on a

k

2005( il
n

U, 1

P2 = -

(cos<n+1><y> n

km (n+1)0q

1 T

(O[T S )

s s s

1) <ye by < - <k <n (avecfy:=arccos(y/2) )

Donc :

D’autre part, par le changement de variable 2z = 2cos (6) on obtient :

7 — arccos(y/2)

l/y dz

T J_o V4 — x2 s

P| 2cos ™Un < — l/ydix
n+1 V) niteo 7 oA —22 |

Deuxiéme Partie

ce qui donne

5)
5.a) e Sin=2.
0 1 9
T = L0 - X2(X) = X* -1, Sp(Tz) = {-1,1}.
e Sin=3.
01 0
0 1 0

5.b) Soit n > 4. On développe det(XI,, — T;,) par rapport a la premiere ligne :

X -1 0 0 -1 0 0 0
-1 X -1 -1 X -1
XnX)=l0 -1 X 0]=Xxpa(X)+0 -1 X 0| = Xxn-1(X) = Xp_2(X)
~1 -1
0 0 -1 X 0 0 -1 X

D’ou pour tout n >4 : ‘Xn(X) = Xxp_1(X) = xp_a(X) ‘ .

(n—1)x(n—1)

5.c) Soit a un réel tel que |a| < 2. Soit (un)nen , telle que pour n >3, u, = x,,_1 (@) .

Donc elle qui vérifie : u, = qty,_1 —Up_o , u3 = a? — 1 et ug = a(a?® —2) .



Onaalors: ug =aug —us =« ,u; =aus —ug =1etug=au; —uy =0.

D’apres Q.1 on a pour n > 2 :

5.d) Posons A = % et B =

On a:

donc

>n+1 3 (a—i\/él — a2

2

) n+1

n+1

D

k=0

(a) = u B 1 a+iv4 — a?
Xn = Un+1 = i /74 — a2 9
V4 — a2
2
Xal@) = o= [(A+ B — (A By™]
1 [ (n + 1)
- Z An-i-l—k:Bk: o
2B P k
\.”/QJ
- = Z ( >An2jB2j+1
27 +1

7=0

X (@

[n/2]

-3

=0

G E) (e

La relation est vraie pour une infinité de reélles donc

En développant

w5 5 5 (570 ()

Ce qui s’écrit

Xn(X) =

[n/2]

D

=0

(51

(X2 — 4)7 par le bindme, on obtient :

X
2

) n—275

(” ;: 1) ALk (B

24

4

y

X% -
(%

n/2] 4

(—ayi—m xn—2(—m) k=izm 1 DY

7=0 k=0

4)]’

. p p
I\ vk 2ok _ L 2p+1
)(k)( X 22PZ z 2j+1
k=0 \j=k
k& 2p+1 j

e Sin=2p+1:

Ce qui s’écrit

k=0 \J

- 2p 42
Ak x2(p—k)+1 _ P
x w2 (X0

=k

(s (o

)( )(_4)k x2(p—Fk)+1

(-1t

>

22k+1
J

2p+2
25 +

3l

J
p—k

) X2k+1




Ainsi les coefficients ay de x,, s’écrivent :

. —1)p kI r2p 1 ‘
Sin=2p: azk+1 =0 et a2k:(22)kZ( )< ’ >

S\ \p—k
. (PR~ (2 +2\( i
Sin=2p+1: =0 et = o2kl
in=2p+ a2k el G2kl 92k+1 ; 2j+1)\p—k

6) Comme dans la question 1. on pose a = 2cos () avec 6 € |0, 7|, ce qui donne (notation de 5.c) :

sin((n + 1)6)

X (@) = Uny1 = W
. . . km )
On a x,,(«) = 0 si et seulement si (n + 1) = kn, soit § = o powr k € [1,n] (excluant k = 0 et k = n + 1 qui

donnent @ = +2).

k
On obtient n valeurs propres distinctes : | A\, = 2cos(_’7_rl>, kel,n]|.
n

7) Pour tout A € Sp(M) on a my = 1. Donc :

Sf(Tn):% n f<2(:os<nk_:1>).

k=1

Par la question Q2, appliquée & la fonction h : z — f(2cos(nz)) x € [0,1], S;(T,,) converge vers

1 R LRSS O L (N
/Of(Qcos(mv))dxfﬂ_/O f(2 (9))d977r/,2\/4—7x2d

8
)8.a) On a Ty,(a,b,c) = al, + T,,(0,b, ¢). Les valeurs propres de Ty (a, b, ¢) sont a + p ou p parcourt Sp(7,(0,b,¢c)) .
8.b) Le cas be = 0 est trivial . Supposons bc # 0.
On cherche une matrice diagonale inversible D = diag(dy, da, . .. ,d,,) telle que les matrices T,,(0, b, ¢) et T,,(0, bc, 1)
soient semblables.
Posons T,,(0,b,¢) = (tij)1<ij<n €t D71T,(0,b,¢)D = (v, j)1<ij<n - Ona vy, ; =d; "dit;; .
Pour avoir D™T,,(0,b,c)D = T, (0, bc, 1), il suffit que :
e Sur la sur-diagonale (j =4+ 1) : d; 'dip1b =be  (1).
e Sur la sous-diagonale (j =i — 1) : d; 'd;_1c=1 (2).
La relation (2) donne d; = cd; 1 . En fixant d; = 1, on obtient d; = ¢'~1 .
Dans ce cas on a bien d;ldi+1b = be . Ce qui prouve que (T,(0,b,¢)) et T,(0,bc, 1) sont semblables .
Par suite Sp(7,,(0,b,¢)) = Sp(T,(0,bc, 1)) . Ainsi |Sp(T,(a,b,c)) = {a + | € Sp(Th(0, be, 1))}

8.c) D’aprés Q.8b, pour toute (5,7), Sp(T,,(0,5,7)) = Sp(T,(0,37,1)). En particulier pour 8 = v = vbc on a :
Sp(T,,(0,Vbe, Vbe)) = Sp(T,(0,be, 1)) , par suite :

Sp(T0(0,b, ¢)) = Sp(T;, (0, Vbe, Vb))

On a T, (0, Vbe, vVbe) = VbeT, (0,1, 1) done Sp(T;,(0,b, ¢)) = Vbe.Sp(Ty(0,1,1)).
D’apreés Q.6 on a Sp(7,(0,b,¢)) = {2\/%(:08 (nk—j:l) , ke [[1,n]]} .

Ainsi [ Sp(T(a,b,¢)) = {a + 2v/bccos (nk—fl) , kell,n]}].




9)

9.a) D’apres Q.8c,

S(Tp(a,b,c)) Zf(a+2fc05( +1>>

La question 4a appliquée a la fonction g(z) = f(a + Vbcx) , qui est continue, donne :

S¢(Tn(a,b,c)) n—)Jroo']T/ f(a

9.b) Soit U,, une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur [1,n].

Soit y € R, on a égalité des événements

{a + Q@COS(W) < y} = |:QCOS( U
n+1 n

y—a
Vbe

Posons yy = . Donc

U, U,
IP’(QCOS( W) <y0> :P<a+2vbccos< T
n+1 n+

Discutons suivant les valeurs de y :
e Siyo€]-2,2]:
Donc y € }a — 2vbe,a + 2\/@} et d’apres Q.4b :

U, 1
]P’(Qcos(n+ 1) < yg) njroo ;[

+\ch)
CVA—a?

Par le changement de variable = 2cos (0) on obtient :

Yo 1

2 \/4—$2

dx

1 Yo dr 7w —arccos(yo/2)
4— 2 T
donc )
w) |, marceostw/D)

n n—-+o0o

ce qui donne

™

7 — arccos(yo/2)
n

), e .
e Siyp€]—00,—2]:
Donc y e}—oo,a—Z\/%} et dans ce cas ¢,(y) = 0.
o Siyp€]2,+o00]:
Donc y € }a + 2v/be, +oo[ et dans ce cas ¢, (y) =n
Ainsi
Si y<a—2Vbe alors ¢,(y) =0
1 y—a
Si a—2vb <a+2vbe al N ~ (1-2 .
i a—2Vbc<y<a+2Vbc alors ¢ (y)n_>+oo< 7raurccos( \/%)) n
Si a4+ 2vVbe <y alors  ¢n(y) =n




Troisieme partie

10)
10.a) Soit x € [0,1/2]:
e Sur [0,K] :
Soit z € [0,K] . Ona0<a™ < k", donc0<1—Qn(xr) <1-Qyu(k) par suite max |1—Qn(z)| <1—Qu(k).

z€[0,k]
Comme 0 < 2k < 1 alors

1-Qn(k)=1—exp(2"In(l — k™)) =1—exp(—(26)" +0o((26)")) — 0

n—-+oo

Ainsi max ‘1 - Qn(x)| — Oet|Qn YU sur [0, K]
z€[0,K] n—+00

o Sur [1—k,1]:
Pourz € [1 —k,1Jona0<1—-22<1—(1—k)2%

Puisque 0 < £ < 4, onat < (1-r)?<1et0<1—(1-k)> < Alors 0< Qu@) < (3)* = 0.

n— 400
Ainsi | Q, VY0 sur [1—k,1]
10.b) Soit 0 < <1. Ona P,(z) = Q,(15%).
e Siz e [n,1] alors 5% € [0, 152]. Puisque 1572 < & alors (par 10.a) P, U sur [n,1] .
e Size [-1,—n] alors 552 € [122 1]. Puisque 52 =1 — 157 alors (par 10.a) P, Y0 sur -1, —n].

Donc P, converge uniformément sur [—1, 1]\[—n, ] vers la restriction de H sur [—1,1]\[-n,n] .

11) On suppose f(—1) =0 et f continue sur [~1,1]. Donc f est uniformément continue sur [—1,1].
Soit € > 0, il existe a > 0 tel que si ‘x — y| < « alors ‘f(x) — f(y)| < e. Choisissons N = max(1, {%J) > 1, donc

< a. Posons pour i € [O,N +1] ,¢; = -1+ 2 , c’est la subdivision réguliere d’ordre N + 1 de [—1,1] .

N+1 N+1
Onadonccy=-1<c¢; <ca<---<cy <1l=cnypavec0 < cip1—¢; < a. Posonsa; = f(¢;)—f(ci—1) pouri € [1, N]
Par continuité uniforme : ’ai| = ’f(cl) — f(ci_l)‘ < e, donc (ay,...,ax) € [~¢,¢]V.

Pour z € [—-1,1[ il existe j € [0, N] tel que = € [¢;j,¢;41[ , alors

f(x)_zaiH(x_Ci) = f(x)_ZaiH(x_Ci)_ZaiH(x_Ci)

Pour z =1 on a

Comme |xfcj| < |cj+1 — cj’ < a, donc

N
@)= S aH (@ - )| = |f(@) - flep)| <=



12)

Ainsi |Vz € [-1

g a;H(x — ¢;) \5.

Soit € > 0. Si f(—1) # 0, quitte a changer f par f — f(—1), on suppose donc f(—1) = 0.

D’apres Q.11, il existe N, co=—-1< ¢ <ca < - <cey <1=cn41 (ci =—-1+4+ N_H)et (a;) € [f%, i]N tels que :

[f@) = F@)| < (1)

=~ ™

avec F(x E a; H ¢i)

2
Soit 0 <n < % 1<nr<u]{]1+1 (ci —ci—1) (= 3T D ) . Les intervalles [¢; — 1, ¢; + 1] sont donc deux & deux disjoints.
N
Posons P = Z a; Po(X — ¢;) . Ecrivons |f(z) — P(z)| < |f(z) — F(z)| + |F(z) — P(2)|

=1
Par la question Q10.b, il existe ng tel que pour n > ng et pour tout ¢ € [1, NJ :

1
sup ‘Pn(x—ci)—H(:r—ci)| < =
(LA es—m.ci+n] N

Soit x € [—1,1] il existe j € [0, N] tel que = € [¢;,cjy1], donc = ¢ U [ei—nc+n],ona:
1#] iFj+1
g+l N
|F(2) — P(z)] < Z lai| < |Pu(z —ci) = Hz—c)|+ Y ag| [Pz — ;) — H(z — ;)
= it iti 1
La deuxieme somme se majore par

N

N € 1 €
; ’ai‘-|Pn(a:—ci)— (x —¢) ;Z =1 (2)
i#] iFj+1

Comme z € [¢;, ¢j11] alors

Jj+1

Z|al P(x—c¢)—H(x—¢) |7|aJ‘ | (2 —¢j) 1|+|a3+1| | :cfcj+1)|
et on a ) ( ) ) ( ) )

Gl —(Grr1—¢) 1
5 € { 5 ,2} c [0,1]

et

2 2’ 2
Or P,(z) = Qn(15%) et Q,([0,1]) C [0,1] donc |Py(z — ¢;) — 1| < 1 et |Py(z — ¢j41)| < 1, par suite

1—(z—cjt1) c [1 L+ (¢j41 Ci)} C [0,1]

Jj+1

Z|al P (x—¢)— H(xfci)|§

par les inégalités (2) et (3) on a

Les inégalités (1) et (4) donnent | f(z) — P(z)| <« .
Ainsi |V € [-1,1], |f(z) — P(z)| <.




Quatrieme partie

Les variables aléatoires (W; ;)1<i<; sont indépendantes , de méme loi de probabilité et centrées et réduites.
Donc pour tout 1 < ) § j on a : E(WL]) = E(Wl,l) = 0, ]E(szj) = E(Wf,l) = 1, V(W’L,]) = V(Wl,l) =1let ‘Wid”k est

d’espérance finie pour tout entier k > 0.

13)

13.a)

13.b)

13.c)

On sait que, pour toute matrice M ; Tr(M*) = Z mar.
(X,mx)ESp (M)
Comme X,, est symétrique réelle, elle est diagonalisable et Sp(M) C R . Donc :

1 1
Su(h) =5 3 mat = L),
(A,m)€eSp(X,)

Par le changement = 2cos (0) :

2
E(fk) = %/_ka\/él —22da =

2k+1 2k+1

/0 " cos® (0) sin® (9) df = /0 " cos® () df —

2k+1

s s

/ cos**2 () de.
0

™

1 ( " ) si n est pair
D’aprés Q.3.b on a X(fx) = 2I(fx) — 51<fk+2) avec I(f,) = n/2
0

si n est impair
Donc

kY 1 k+2) .
Z(fk) = 2(k/2> B 2(k/2 + 1) si k est pair

0 si k est impair

2

— si k est pair
Ainsi | B(fi) = k+2 (k/2>

0 si k est impair

e Sik=0.
1
On a S,(fo) = ﬁTr(In) =1et X(fp) =1. Donc (Hp) est vérifiée.
e Sik=1.

n

_ r\l/ﬁ ; Wi, Or E(Wi,) = 0, done E(Sy(f1)) = 0 = S(f1).

2
E [Sn(f1)2] - [(n\l/ﬁ S W”) } = n% Z” E[W; W, ;]. Comme les variables sont indépendantes, centrées
et réduites , alors E[W; ;W; ;] = 6; ;E[W2;] = 0; ;. Do E[S,(f1)?] = 5 2 0 =3(f1)? et (Hy) est vérifide.
’ n—-+00
e Sik=2. ) L 1
_ 2y _ 2 _ 2
On a 8y (f2) = ~Tr(X7) = — Y X7 = EZJ:WJ

Sulf1) = S TH(X,)

n —
2

1 1 1
E[S,(f2)] = w2 Z E[szj] 2 Z E[W121] = E”Q]E[leﬂ =1
1<i,j<n 1<i,j<n
Comme X(f2) =1 alors E[S,(f2)] = 2(f2) -

Les variables (W ;)1<i<; sont indépendantes donc (ij)1<i<j le sont aussi , ce qui donne pour la variance
J)1<i< j)1<i<

VS = [ XD vonz) | =

1<i,j<n

V(WE,) =0 (V(Wﬁj):V(WlQ,l))

TL2 n—-+4o0o



14)

15)

16)

17)

On en déduit que : E[S,(f2)?] 2 E[S.(f2)]> =1 =%(f2)°
L’hypothese (Hsy) est vérifiée.

Soit e >0, B> 0et k> 0. Soit gi,p(z) = |$|k la>B -
Ona Sy(grp) =1 > |)\i|k = 0.
[Ai|>B
b A
Comme |\;| > B, alors |\;|" = |)\l P < ék Par suite Sy, (gx,8) < 5 Sn(f2r)

E(Sn(gr.5) _ E(Sn(for))
€ = eBk i

Par I'inégalité de Markov : |IP(S,,(gk,B) =€) <

Soite >0,B>4etk>0.

Pour tout k' > k on a gi. g < g, donc Sy, (gk,B) < Sn(gw,B) ce qui donne l'inclusion des événements :
(S0 (gr,B) < €] C [Sulgr,B) <el] et [Snlgr,B) =¢] C [Sulgr,B) > €]

par suite P(Sy, (gx,B) =€) < P(Sn(gw.B) =€) .

Donc pour tout k¥’ > k
P E(S, ,
(Sn (gk,B) > {-:) < %

Soit k' > k. D’apres (Hj) on a
E(Sn(far)) = B(farr) (1)

n—-+o0o
4 (far) (4/B)"

1 2K’
~  ————  par suite i ~ =t
N eB¥  kotoo k327

Or X(for) = Tl ( Y ) .La formule de Stirling donne X( for)
qui tend vers 0 quand k' — +oo .

b)) / !
Donc pour &’ > 0 il existe kg > k tel que si k' > kg alors (22:, ) < % (2) .
€
/
Soit k' > ky fixé tel que eB¥ > 1. De (1) on a : il existe ng > 0 tel que si n > ng alors |E(Sn(f2k/)) —Y(for)| < % )
Donc pour n > nyg
E./
Y (forr) + 3
P(Sn(gr,B) > ¢) < ———F57—= <¢

eB¥
AinsiVe' >0,3ng >0 |n>ng = 0<P(S,(gk,B) =€) <.

D’ou| lim P(S,(gx,8) =€) =0].

n—oo

Soit € > 0 et k > 0 . Par I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :

Par (Hy) et la question 13a : E(S,(fx)) = 1
n

E(Tr(Xp)) = 3(fi) et]E(Sn(fk)Q):%E(Tr(Xﬁ)Q) = E(f)*

n——+oo n—+00
Donc V(S,(fx)) L7 Ot nlLrgoP(|Sn(fk) —E(S.(fr)]| =) =0].
Soit f une fonction continue sur R, nulle en dehors de [—B, B] avec B > 4.
Soit € > 0.

10



17.a) e D’apres le théoreme de Weierstrass (question Q12), il existe un polynéme Pe R[X] tel que

sup |f(Bzx)— P(z)| < ¢/4.
z€e[—1,1]

Posons P(z) = P(z/B) alors  sup ’f(x) - P(x)| <e/8.
z€[—B,B]

e On décompose la différence S, (f) — X(f) en utilisant le polynéme P comme intermédiaire :

Sn(f) = X(f) = Sn(f) = Sn(Plizj<p) = Sn(Pliajsp) + Sn(P) — E(5,(P)) + E(5,(P)) — X(F)
Al A2 A3 A4

e Comme on a [—2,2] C [-B, B], alors :

=)~ 2P = | [ (7(0) = Pa)Vi—ada| <2(f) swp (@)= P@)] <5 ()

z€[—B,B]

Par linéarité de 'espérance et de la trace, et d’aprés 'hypothése (Hy), on sait que E[S,(P)] — X(P).

Il existe donc un entier N tel que pour tout B
¥n > N, |E[S,(P)] — £(P)| < g 2)
Ainsi, par (1) et (2), on a pour n > N
[A4] = [E(S(P) = 2(f)| < [E(Sa(P)) = B(P)| + [S(P) = (/)| <
Puisque f est nulle hors de [~B, B], on a S,,(f) = Sn(f1jz<p) donc Sy (f) —Sn(Pligi<s) = Su((f—P).1iz<B)-

Par suite:

1O I €
|A1| < ﬁ; |f(A) = P(\) | A < < 5;%[5}53] |f(@) = P(2)|- 1, <5 < 1

e On obtient donc
[S0() = S| < [AL| + |42] + |43 + | A4] < = + [Sa(PLizjs5)| +|Sn(P) — E(Sn(P))]

L”inclusion des événements

e

10(PLago)| < 5] 0 [150P) ~ ESPD] < 5] < [50t0) ~ 2] <]

4
entraine :

[150(F) = 2N 2 €] € [|8a(PLiapsp)] = T| U [|Sn(P) — E(Sa(P))] =

g
4
Ainsi : P(}Sn(f) = a> < P<|Sn(Pl|x|>B>| > j) +P<!Sn(P) —E(S.(P))| > i)

17.b) e Si P = > af alors

k=0
Pl ss(V)| = Zak (Ak1|m|>B) ‘ < Z |ak|gk,5(N)
k=0 k=0
et
1 - ) :
|Sn(PLiys5)| < - > m [Pligsp(\)] <) |ax] - > mages(N) | = lar| Sn(ge.5)-
(A, mx)ESP(X ) k=0 (A, mx)ESP(X,) k=0
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On a

< €
o!,l,. [S”(g’“’B) SAalrrn| © (190 (PLuy=5)] < 5]
ap#0
donc
£ €
“Sn(Pllr\>B)| > Z} C 0<LkJ<T |:Sn(gk,3) > 4|ak|(r-|_1)]
ap#0
par suite

P({SR(P1|1->B)| > Z) <> ]P’<S"(9’“B) 2 4|ak|(6r+1))

0<k<r
ak7é0

D’aprés Q.15, on a pour tout k,a« >0 et B >4, lim P(S,(gx,5) > «) =0, donc
n—oo

lim IF’<|S,L(P1|I>B)\ > Z) =0

n—0o0

T

e On a |Sn(P) — ]E(SH(P)’ < Z |ak‘-’5n(fk) - E(Sn(fk))‘

k=0
Par la méme méthode , que le cas précédent, on a

£ g
P(}Sn(P) —E(S.(P)| > 4> < OSZ@P(\SMM —E(Sa(fr))| > 4ak|(r+1))

ak;é()

D’apres Q.16, on a tout k,a > 0, lim ]P’<|Sn(fk) - E(Sn(fk))’ > a) =0, donc :
n—oo

lim 1P><|SR(P) — E(S,(P)| > Z) —0

n—oo

n— 00

Ainsi, d’apres Q.17.a, on a|Ve >0, lim P(‘Sn(f) -3(f)] > 5) =0].
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