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Préliminaire

1) On résout la récurrence un = αun−1−un−2, d’équation caractéristique r2−αr+1 = 0 (E), de discriminant ∆ = α2−4.

• Si |α| > 2.

(E) admet deux racines réelles distinctes r1 =
α+

√
α2 − 4

2
et r2 =

α−
√
α2 − 4

2
Donc un = λrn1 + µrn2 . Les

conditions u0 = 0, u1 = 1 donnent : un =
rn1 − rn2√
α2 − 4

.

• Si |α| < 2.

(E) admet deux racines complexes conjugué r =
α+ i

√
4− α2

2
et r.

Les conditions initiales donnent : un =
rn − rn

i
√
4− α2

.

Posons α = 2cos (θ) avec θ ∈ ]0, π[, d’où r1 = r2 = eiθ.

On obtient l’expression réelle : un =
einθ − e−inθ

eiθ − e−iθ
=

sin(nθ)
sin (θ)

.

• Si α = 2.
(E) admet une racine double r = 1 et un = n .

• Si α = −2.
(E) admet une racine double r = −1 et un = n(−1)n−1 .

Première partie

2) Pour k ∈ [[1, n]] on a 2k

2n+ 1
=

k

n+ 1
2

donc k

n+ 1
≤ 2k

2n+ 1
≤ k

n
.

Et k

n+ 1
− k − 1

n
=

n− k + 1

n (n+ 1)
≥ 0 , donc

k − 1

n
≤ k

n+ 1
≤ 2k

2n+ 1
≤ k

n
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Soit σ =

(
k

n

)
0≤k≤n

la partition régulière de [0, 1] et les deux suite α =

(
k

n+ 1

)
1≤k≤n

et β =

(
2k

2n+ 1

)
1≤k≤n

.

Remarquons que

vn =

n∑
k=1

(σk − σk−1) f(αk) et wn =

n∑
k=1

(σk − σk−1) f(βk)

Donc ce sont des sommes de Riemann de f sur [0, 1] relativement à la partition σ et aux poids α et β .
vn = R(f, σ, α) et wn = R(f, σ, β).

f est continue sur [0, 1] donc : vn →
n→+∞

∫ 1

0

f(t)dt et wn →
n→+∞

∫ 1

0

f(t)dt

3)
3.a) Soit a ∈ [0, 2[ , l’intégrale Ia(f) =

∫ a

−a

f(x)√
4− x2

dx est bien définie .

On pose x = 2cos (θ), θ ∈ [θ0, π−θ0] avec θ0 = arccos(a/2) : alors dx = −2sin (θ) dθ et
√
4− x2 = 2sin (θ) > 0 par

suite

Ia(f) =
∫ π−θ0

θ0

f(2cos (θ))dθ

Cette intégrale admet une limite quand a → 2− ( i.e θ0 → 0+) . D’où la convergence de I(f) .

Ainsi par passage à la limite on obtient : I(f) = 1

π

∫ π

0

f(2cos (θ))dθ .

3.b) On a I(fn) =
1

π

∫ π

0

(2cos (θ))n dθ et I(f0) = 1, I(f1) = 0 et I(f2) = 2 .

3.c) I(fn) =
1

π

∫ π

0

(2cos (θ))n dθ

• Si n est impair :
Par le changement t 7→ π − θ on a : I(fn) = −I(fn) = 0.

• Si n pair (n = 2p) :
En utilisant la formule d’Euler :

(2cos (θ))2p = (eiθ + e−iθ)2p =

2p∑
k=0

(
2p

k

)
(eiθ)k(e−iθ)2p−k =

2p∑
k=0

(
2p

k

)
e2i(k−p)θ

donc

I(f2p) =
1

π

∫ π

0

(
2p∑
k=0

(
2p

k

)
e2i(k−p)θ

)
dθ =

1

π

2p∑
k=0

(
2p

k

)∫ π

0

e2i(k−p)θ dθ

Si k 6= p, l’exposant 2k − 2p 6= 0 , donc
∫ π

0

e2i(k−p)θ dθ = 0 , par suite I(f2p) =

(
2p

p

)
.

Ainsi I(fn) =


(

n

n/2

)
si n est pair

0 si n est impair
.

4)
4.a) Puisque Un est uniforme sur {1, . . . , n} :

E
(
f

(
2cos

(
πUn

n+ 1

)))
=

1

n

n∑
k=1

f

(
2cos

(
kπ

n+ 1

))
.
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Posons h(t) = f(2cos(πt)), elle est continue sur [0, 1]. Alors la somme ci-dessus vaut 1

n

n∑
k=1

h

(
k

n+ 1

)
, qui est

exactement le terme "vn" de la question 2 appliquée à h. Donc elle converge vers∫ 1

0

h(t)dt = 1

π

∫ π

0

f(2cos (θ))dθ = I(f)

d’où le résultat.

4.b) Fixons y ∈ [−2, 2].
D’une part, comme "cos" est décroissante sur [0, π], on a

2cos
(

kπ

n+ 1

)
< y ⇔ θ0 <

kπ

n+ 1
⇔ (n+ 1)θ0

π
< k ≤ n ( avec θ0 := arccos(y/2) )

Donc :
P
(
2cos

(
πUn

n+ 1

)
< y

)
=

1

n

(
n−

⌊
(n+ 1)θ0

π

⌋)
→

n→+∞
1− θ0

π
=

π − arccos(y/2)
π

.

D’autre part, par le changement de variable x = 2cos (θ) on obtient :

1

π

∫ y

−2

dx√
4− x2

=
π − arccos(y/2)

π

ce qui donne P
(
2cos

(
πUn

n+ 1

)
< y

)
→

n→+∞

1

π

∫ y

−2

dx√
4− x2

.

Deuxième Partie

5)
5.a) • Si n = 2.

T2 =

(
0 1

1 0

)
. χ2(X) = X2 − 1, Sp(T2) = {−1, 1}.

• Si n = 3.

T3 =


0 1 0

1 0 1

0 1 0

 . χ3(X) = X(X2 − 2), Sp(T3) = {0,−
√
2,
√
2}.

5.b) Soit n ≥ 4. On développe det(XIn − Tn) par rapport à la première ligne :

χn(X) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

X −1 0 · · · 0

−1 X −1
. . .

...

0 −1 X
. . . 0

...
. . . . . . . . . −1

0 · · · 0 −1 X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= Xχn−1(X) +

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 0 0 · · · 0

−1 X −1
. . .

...

0 −1 X
. . . 0

...
. . . . . . . . . −1

0 · · · 0 −1 X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
(n−1)×(n−1)

= Xχn−1(X)− χn−2(X)

D’où pour tout n ≥ 4 : χn(X) = Xχn−1(X)− χn−2(X) .

5.c) Soit α un réel tel que |α| < 2 . Soit (un)n∈N , telle que pour n ≥ 3 , un = χn−1(α) .
Donc elle qui vérifie : un = αun−1 − un−2 , u3 = α2 − 1 et u4 = α(α2 − 2) .
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On a alors : u2 = αu3 − u4 = α , u1 = αu2 − u3 = 1 et u0 = αu1 − u2 = 0 .
D’après Q.1 on a pour n ≥ 2 :

χn(α) = un+1 =
1

i
√
4− α2

(α+ i
√
4− α2

2

)n+1

−

(
α− i

√
4− α2

2

)n+1


5.d) Posons A =
α

2
et B =

i
√
4− α2

2
.

On a :

χn(α) =
1

2B

[
(A+B)n+1 − (A−B)n+1

]
=

1

2B

[
n+1∑
k=0

(
n+ 1

k

)
An+1−kBk −

n+1∑
k=0

(
n+ 1

k

)
An+1−k(−B)k

]

=
1

B

bn/2c∑
j=0

(
n+ 1

2j + 1

)
An−2jB2j+1

donc

χn(α) =

bn/2c∑
j=0

(
n+ 1

2j + 1

)(α
2

)n−2j
(
α2 − 4

4

)j

La relation est vraie pour une infinité de reélles donc

χn(X) =

bn/2c∑
j=0

(
n+ 1

2j + 1

)(
X

2

)n−2j (
X2 − 4

4

)j

En développant (X2 − 4)j par le binôme, on obtient :

χn(X) =
1

2n

bn/2c∑
j=0

j∑
m=0

(
n+ 1

2j + 1

)(
j

m

)
(−4)j−mXn−2(j−m) k=j−m

=
1

2n

bn/2c∑
j=0

j∑
k=0

(
n+ 1

2j + 1

)(
j

k

)
(−4)kXn−2k

• Si n = 2p :

χ2p(X) =
1

22p

p∑
j=0

j∑
k=0

(
2p+ 1

2j + 1

)(
j

k

)
(−4)kX2(p−k) =

1

22p

p∑
k=0

 p∑
j=k

(
2p+ 1

2j + 1

)(
j

k

)
(−4)k

X2(p−k)

Ce qui s’écrit

χ2p(X) =

p∑
k=0

 (−1)p−k

22k

p∑
j=k

(
2p+ 1

2j + 1

)(
j

p− k

)X2k

• Si n = 2p+ 1 :

χ2p+1(X) =
1

22p+1

p∑
j=0

j∑
k=0

(
2p+ 2

2j + 1

)(
j

k

)
(−4)kX2(p−k)+1 =

1

22p+1

p∑
k=0

 p∑
j=k

(
2p+ 2

2j + 1

)(
j

k

)
(−4)k

X2(p−k)+1

Ce qui s’écrit

χ2p+1(X) =

p∑
k=0

 (−1)p−k

22k+1

p∑
j=k

(
2p+ 2

2j + 1

)(
j

p− k

)X2k+1
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Ainsi les coefficients ak de χn s’écrivent :

Si n = 2p : a2k+1 = 0 et a2k =
(−1)p−k

22k

p∑
j=k

(
2p+ 1

2j + 1

)(
j

p− k

)
Si n = 2p+ 1 : a2k = 0 et a2k+1 =

(−1)p−k

22k+1

p∑
j=k

(
2p+ 2

2j + 1

)(
j

p− k

)

6) Comme dans la question 1. on pose α = 2cos (θ) avec θ ∈ ]0, π[, ce qui donne (notation de 5.c) :

χn(α) = un+1 =
sin((n+ 1)θ)

sin (θ)

On a χn(α) = 0 si et seulement si (n + 1)θ = kπ, soit θ =
kπ

n+ 1
pour k ∈ [[1, n]] (excluant k = 0 et k = n + 1 qui

donnent α = ±2).

On obtient n valeurs propres distinctes : λk = 2cos
(

kπ

n+ 1

)
, k ∈ [[1, n]] .

7) Pour tout λ ∈ Sp(M) on a mλ = 1. Donc :

Sf (Tn) =
1

n

n∑
k=1

f

(
2cos

(
kπ

n+ 1

))
.

Par la question Q2, appliquée à la fonction h : x 7→ f(2cos(πx)) x ∈ [0, 1], Sf (Tn) converge vers∫ 1

0

f(2cos (πx))dx =
1

π

∫ π

0

f(2cos (θ))dθ =
1

π

∫ 2

−2

f(x)√
4− x2

dx

8)
8.a) On a Tn(a, b, c) = aIn + Tn(0, b, c). Les valeurs propres de Tn(a, b, c) sont a+ µ où µ parcourt Sp(Tn(0, b, c)) .

8.b) Le cas bc = 0 est trivial . Supposons bc 6= 0.

On cherche une matrice diagonale inversible D = diag(d1, d2, . . . , dn) telle que les matrices Tn(0, b, c) et Tn(0, bc, 1)

soient semblables.
Posons Tn(0, b, c) = (ti,j)1≤i,j≤n et D−1Tn(0, b, c)D = (γi,j)1≤i,j≤n . On a γi,j = d−1

i djti,j .
Pour avoir D−1Tn(0, b, c)D = Tn(0, bc, 1), il suffit que :

• Sur la sur-diagonale (j = i+ 1) : d−1
i di+1b = bc (1).

• Sur la sous-diagonale (j = i− 1) : d−1
i di−1c = 1 (2).

La relation (2) donne di = cdi−1 . En fixant d1 = 1, on obtient di = ci−1 .
Dans ce cas on a bien d−1

i di+1b = bc . Ce qui prouve que (Tn(0, b, c)) et Tn(0, bc, 1) sont semblables .
Par suite Sp(Tn(0, b, c)) = Sp(Tn(0, bc, 1)) . Ainsi Sp(Tn(a, b, c)) =

{
a+ µ | µ ∈ Sp(Tn(0, bc, 1))

}
.

8.c) D’après Q.8b, pour toute (β, γ), Sp(Tn(0, β, γ)) = Sp(Tn(0, βγ, 1)). En particulier pour β = γ =
√
bc on a :

Sp(Tn(0,
√
bc,

√
bc)) = Sp(Tn(0, bc, 1)) , par suite :

Sp(Tn(0, b, c)) = Sp(Tn(0,
√
bc,

√
bc))

On a Tn(0,
√
bc,

√
bc) =

√
bcTn(0, 1, 1) donc Sp(Tn(0, b, c)) =

√
bc.Sp(Tn(0, 1, 1)).

D’après Q.6 on a Sp(Tn(0, b, c)) =
{
2
√
bccos

(
kπ
n+1

)
, k ∈ [[1, n]]

}
.

Ainsi Sp(Tn(a, b, c)) =
{
a+ 2

√
bccos

(
kπ
n+1

)
, k ∈ [[1, n]]

}
.
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9)
9.a) D’après Q.8c,

Sf (Tn(a, b, c)) =
1

n

n∑
k=1

f

(
a+ 2

√
bccos

(
kπ

n+ 1

))
La question 4a appliquée à la fonction g(x) = f(a+

√
bc x) , qui est continue, donne :

Sf (Tn(a, b, c)) →
n→+∞

1

π

∫ 2

−2

f(a+
√
bc x)√

4− x2
dx.

9.b) Soit Un une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur [[1, n]].

Soit y ∈ R , on a égalité des événements[
a+ 2

√
bccos

(
Unπ

n+ 1

)
< y

]
=

[
2cos

(
Unπ

n+ 1

)
<

y − a√
bc

]

Posons y0 =
y − a√

bc
. Donc

P
(
2cos

(
Unπ

n+ 1

)
< y0

)
= P

(
a+ 2

√
bccos

(
Unπ

n+ 1

)
< y

)
=

qn(y)

n

Discutons suivant les valeurs de y :

• Si y0 ∈ ]−2, 2] :
Donc y ∈

]
a− 2

√
bc, a+ 2

√
bc
]

et d’après Q.4b :

P
(
2cos

(
πUn

n+ 1

)
< y0

)
→

n→+∞

1

π

∫ y0

−2

1√
4− x2

dx

Par le changement de variable x = 2cos (θ) on obtient :

1

π

∫ y0

−2

dx√
4− x2

=
π − arccos(y0/2)

π

donc
qn(y)

n
→

n→+∞

π − arccos(y0/2)
π

( 6= 0)

ce qui donne

qn(y) ∼
n→+∞

π − arccos(y0/2)
π

.n

• Si y0 ∈ ]−∞,−2] :
Donc y ∈

]
−∞, a− 2

√
bc
]

et dans ce cas qn(y) = 0.

• Si y0 ∈ ]2,+∞[ :
Donc y ∈

]
a+ 2

√
bc,+∞

[
et dans ce cas qn(y) = n

Ainsi
Si y ≤ a− 2

√
bc alors qn(y) = 0

Si a− 2
√
bc < y ≤ a+ 2

√
bc alors qn(y) ∼

n→+∞

(
1− 1

π
arccos(y − a√

bc
)

)
.n

Si a+ 2
√
bc < y alors qn(y) = n

6



Troisième partie

10)
10.a) Soit κ ∈ [0, 1/2[:

• Sur [0, κ] :
Soit x ∈ [0, κ] . On a 0 ≤ xn ≤ κn , donc 0 ≤ 1−Qn(x) ≤ 1−Qn(κ) par suite max

x∈[0,κ]

∣∣1−Qn(x)
∣∣ ≤ 1−Qn(κ) .

Comme 0 ≤ 2κ < 1 alors

1−Qn(κ) = 1− exp (2n ln(1− κn)) = 1− exp (−(2κ)n + o((2κ)
n
)) →

n→+∞
0

Ainsi max
x∈[0,κ]

∣∣1−Qn(x)
∣∣ →
n→+∞

0 et Qn
CV U→ 1 sur [0, κ] .

• Sur [1− κ, 1] :
Pour x ∈ [1− κ, 1] on a 0 ≤ 1− x2 6 1− (1− κ)2.
Puisque 0 ≤ κ < 1

2 , on a 1
4 < (1− κ)2 6 1 et 0 6 1− (1− κ)2 < 3

4 . Alors 0 6 Qn(x) 6
(
3
4

)2n →
n→+∞

0 .

Ainsi Qn
CV U→ 0 sur [1− κ, 1] .

10.b) Soit 0 < η ≤ 1 . On a Pn(x) = Qn(
1−x
2 ).

• Si x ∈ [η, 1] alors 1−x
2 ∈ [0, 1−η

2 ]. Puisque 1−η
2 < 1

2 alors (par 10.a) Pn
CV U→ 1 sur [η, 1] .

• Si x ∈ [−1,−η] alors 1−x
2 ∈ [ 1+η

2 , 1]. Puisque 1+η
2 = 1− 1−η

2 alors (par 10.a) Pn
CV U→ 0 sur [−1,−η].

Donc Pn converge uniformément sur [−1, 1]\[−η, η] vers la restriction de H sur [−1, 1]\[−η, η] .

11) On suppose f(−1) = 0 et f continue sur [−1, 1]. Donc f est uniformément continue sur [−1, 1].

Soit ε > 0, il existe α > 0 tel que si
∣∣x − y

∣∣ 6 α alors
∣∣f(x) − f(y)

∣∣ 6 ε. Choisissons N = max(1,
⌊
2
α

⌋
) > 1 , donc

2

N + 1
6 α. Posons pour i ∈ [[0, N + 1]] , ci = −1 +

2i

N + 1
, c’est la subdivision régulière d’ordre N + 1 de [−1, 1] .

On a donc c0 = −1 < c1 < c2 < · · · < cN < 1 = cN+1 avec 0 ≤ ci+1−ci 6 α. Posons ai = f(ci)−f(ci−1) pour i ∈ [[1, N ]]

.
Par continuité uniforme :

∣∣ai∣∣ = ∣∣f(ci)− f(ci−1)
∣∣ 6 ε , donc (a1, . . . , aN ) ∈ [−ε, ε]N .

Pour x ∈ [−1, 1[ il existe j ∈ [[0, N ]] tel que x ∈ [cj , cj+1[ , alors

f(x)−
N∑
i=1

aiH(x− ci) = f(x)−
j∑

i=1

aiH(x− ci)︸ ︷︷ ︸
=1

−
N∑
i=1

aiH(x− ci)︸ ︷︷ ︸
=0

= f(x)−
j∑

i=1

f(ci)− f(ci−1)

= f(x)− f(cj) (car f(−1) = 0)

Pour x = 1 on a

f(x)−
N∑
i=1

aiH(x− ci) = f(x)− f(cN )

Comme
∣∣x− cj

∣∣ 6 ∣∣cj+1 − cj
∣∣ 6 α , donc

∣∣f(x)− N∑
i=1

aiH(x− ci)
∣∣ = ∣∣f(x)− f(cj)

∣∣ 6 ε

7



Ainsi ∀x ∈ [−1, 1],
∣∣f(x)− N∑

i=1

aiH(x− ci)
∣∣ 6 ε .

12) Soit ε > 0. Si f(−1) 6= 0, quitte à changer f par f − f(−1) , on suppose donc f(−1) = 0.

D’après Q.11, il existe N , c0 = −1 < c1 < c2 < · · · < cN < 1 = cN+1

(
ci = −1 + 2i

N+1

)
et (ai) ∈

[
− ε

4 ,
ε
4

]N tels que :

∣∣f(x)− F (x)
∣∣ 6 ε

4
(1)

avec F (x) =

N∑
i=1

aiH(x− ci) .

Soit 0 < η < 1
3 min
1≤i≤N+1

(ci − ci−1) (= 2

3(N + 1)
) . Les intervalles [ci − η, ci + η] sont donc deux à deux disjoints.

Posons P =

N∑
i=1

aiPn(X − ci) . Ecrivons
∣∣f(x)− P (x)

∣∣ ≤ ∣∣f(x)− F (x)
∣∣+ ∣∣F (x)− P (x)

∣∣
Par la question Q10.b, il existe n0 tel que pour n > n0 et pour tout i ∈ [[1, N ]] :

sup
[−1,1]\[ci−η,ci+η]

∣∣Pn(x− ci)−H(x− ci)
∣∣ 6 1

N

Soit x ∈ [−1, 1] il existe j ∈ [[0, N ]] tel que x ∈ [cj , cj+1] , donc x /∈
⋃

i 6=j ,i 6=j+1

[ci − η, ci + η] , on a :

∣∣F (x)− P (x)
∣∣ 6 j+1∑

i=j

∣∣ai∣∣ · ∣∣Pn(x− ci)−H(x− ci)
∣∣+ N∑

i=1
i 6=j ,i 6=j+1

∣∣ai∣∣ · ∣∣Pn(x− ci)−H(x− ci)
∣∣

La deuxieme somme se majore par

N∑
i=1

i 6=j ,i 6=j+1

∣∣ai∣∣ · ∣∣Pn(x− ci)−H(x− ci)
∣∣ 6 N∑

i=1

ε

4
· 1

N
=

ε

4
(2)

Comme x ∈ [cj , cj+1] alors

j+1∑
i=j

∣∣ai∣∣ · ∣∣Pn(x− ci)−H(x− ci)
∣∣ = ∣∣aj∣∣ · ∣∣Pn(x− cj)− 1

∣∣+ ∣∣aj+1

∣∣ · ∣∣Pn(x− cj+1)
∣∣

et on a
1− (x− cj)

2
∈
[
1− (cj+1 − cj)

2
,
1

2

]
⊂ [0, 1]

et
1− (x− cj+1)

2
∈
[
1

2
,
1 + (cj+1 − ci)

2

]
⊂ [0, 1]

Or Pn(x) = Qn(
1−x
2 ) et Qn([0, 1]) ⊂ [0, 1] donc

∣∣Pn(x− cj)− 1
∣∣ ≤ 1 et

∣∣Pn(x− cj+1)
∣∣ ≤ 1, par suite

j+1∑
i=j

∣∣ai∣∣ · ∣∣Pn(x− ci)−H(x− ci)
∣∣ ≤ ε

2
(3).

par les inégalités (2) et (3) on a ∣∣F (x)− P (x)
∣∣ 6 3ε

4
(4)

Les inégalités (1) et (4) donnent
∣∣f(x)− P (x)

∣∣ ≤ ε .
Ainsi ∀ ∈ [−1, 1],

∣∣f(x)− P (x)
∣∣ 6 ε .
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Quatrième partie

Les variables aléatoires (Wi,j)1≤i≤j sont indépendantes , de même loi de probabilité et centrées et réduites.
Donc pour tout 1 ≤ i ≤ j on a : E(Wi,j) = E(W1,1) = 0, E(W 2

i,j) = E(W 2
1,1) = 1, V(Wi,j) = V(W1,1) = 1 et

∣∣Wi,j

∣∣k est
d’espérance finie pour tout entier k ≥ 0.

13)
13.a) On sait que, pour toute matrice M ; Tr(Mk) =

∑
(λ,mλ)∈SpC(M)

mλλ
k.

Comme Xn est symétrique réelle, elle est diagonalisable et Sp(M) ⊂ R . Donc :

Sn(fk) =
1

n

∑
(λ,m)∈Sp(Xn)

mλk =
1

n
Tr(Xk

n).

13.b) Par le changement x = 2cos (θ) :

Σ(fk) =
1

2π

∫ 2

−2

xk
√
4− x2 dx =

2k+1

π

∫ π

0

cosk (θ) sin2 (θ) dθ =
2k+1

π

∫ π

0

cosk (θ) dθ − 2k+1

π

∫ π

0

cosk+2 (θ) dθ.

D’après Q.3.b on a Σ(fk) = 2I(fk)−
1

2
I(fk+2) avec I(fn) =


(

n

n/2

)
si n est pair

0 si n est impair
Donc

Σ(fk) =


2

(
k

k/2

)
− 1

2

(
k + 2

k/2 + 1

)
si k est pair

0 si k est impair

Ainsi Σ(fk) =


2

k + 2

(
k

k/2

)
si k est pair

0 si k est impair
.

13.c) • Si k = 0.
On a Sn(f0) =

1

n
Tr(In) = 1 et Σ(f0) = 1 . Donc (H0) est vérifiée.

• Si k = 1.

Sn(f1) =
1

n
Tr(Xn) =

1

n
√
n

n∑
i=1

Wi,i. Or E(Wi,i) = 0, donc E(Sn(f1)) = 0 = Σ(f1).

E
[
Sn(f1)

2
]
= E

[(
1

n
√
n

∑n
i=1 Wi,i

)2]
= 1

n3

∑
i,j E[Wi,iWj,j ]. Comme les variables sont indépendantes, centrées

et réduites , alors E[Wi,iWj,j ] = δi,jE[W 2
i,i] = δi,j . D’où E[Sn(f1)

2] = 1
n2 →

n→+∞
0 = Σ(f1)

2 et (H1) est vérifiée.
• Si k = 2.

On a Sn(f2) =
1

n
Tr(X2

n) =
1

n

∑
i,j

X2
i,j =

1

n2

∑
i,j

W 2
i,j .

E[Sn(f2)] =
1

n2

∑
1≤i,j≤n

E[W 2
i,j ] =

1

n2

∑
1≤i,j≤n

E[W 2
1,1] =

1

n2
n2E[W 2

1,1] = 1

Comme Σ(f2) = 1 alors E[Sn(f2)] = Σ(f2) .
Les variables (Wi,j)1≤i≤j sont indépendantes donc (W 2

i,j)1≤i≤j le sont aussi , ce qui donne pour la variance

V(Sn(f2)) =
1

n4

 ∑
1≤i,j≤n

V(W 2
i,j)

 =
V(W 2

1,1)

n2
→

n→+∞
0 (V(W 2

i,j) = V(W 2
1,1))
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On en déduit que : E[Sn(f2)
2] →

n→+∞
E[Sn(f2)]

2 = 1 = Σ(f2)
2.

L’hypothèse (H2) est vérifiée.

14) Soit ε > 0 , B > 0 et k ≥ 0. Soit gk,B(x) = |x|k 1|x|>B .

On a Sn(gk,B) =
1
n

∑
|λi|>B

|λi|k > 0.

Comme |λi| > B, alors |λi|k =
|λi|2k

|λi|k
≤ λ2k

i

Bk
. Par suite Sn(gk,B) ≤ 1

BkSn(f2k)

Par l’inégalité de Markov : P(Sn(gk,B) > ε) 6
E(Sn(gk,B))

ε
6

E(Sn(f2k))

εBk
.

15) Soit ε > 0 , B > 4 et k ≥ 0 .
Pour tout k′ ≥ k on a gk,B ≤ gk′,B donc Sn(gk,B) ≤ Sn(gk′,B) ce qui donne l’inclusion des événements :[

Sn(gk′,B) < ε
]
⊂
[
Sn(gk,B) < ε]

]
et
[
Sn(gk,B) > ε

]
⊂
[
Sn(gk′,B) > ε

]
par suite P(Sn(gk,B) > ε) ≤ P(Sn(gk′,B) > ε) .
Donc pour tout k′ ≥ k

P(Sn(gk,B) > ε) 6
E(Sn(f2k′))

εBk′ .

Soit k′ ≥ k. D’après (Hk′) on a
E(Sn(f2k′)) →

n→+∞
Σ(f2k′) (1)

Or Σ(f2k′) =
1

k′ + 1

(
2k′

k′

)
.La formule de Stirling donne Σ(f2k′) ∼

k′→+∞

4k
′

k′3/2
√
π

, par suite Σ(f2k′)

εBk′ ∼
k′→+∞

(4/B)k
′

εk′3/2
√
π

qui tend vers 0 quand k′ → +∞ .

Donc pour ε′ > 0 il existe k0 ≥ k tel que si k′ ≥ k0 alors Σ(f2k′)

εBk′ ≤ ε′

2
(2) .

Soit k′ ≥ k0 fixé tel que εBk′
> 1 . De (1) on a : il existe n0 ≥ 0 tel que si n ≥ n0 alors

∣∣E(Sn(f2k′))−Σ(f2k′)
∣∣ ≤ ε′

2
.

Donc pour n ≥ n0

P(Sn(gk,B) > ε) 6
Σ(f2k′) +

ε′

2
εBk′ 6 ε′

Ainsi ∀ε′ > 0 , ∃n0 ≥ 0 | n ≥ n0 ⇒ 0 ≤ P(Sn(gk,B) > ε) 6 ε′ .

D’où lim
n→∞

P(Sn(gk,B) > ε) = 0 .

16) Soit ε > 0 et k ≥ 0 . Par l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev :

P(
∣∣Sn(fk)− E(Sn(fk))

∣∣ > ε) 6
V(Sn(fk))

ε2
=

E(Sn(fk)
2)− E(Sn(fk))

2

ε2
.

Par (Hk) et la question 13a : E(Sn(fk)) =
1

n
E(Tr(Xk

n)) →
n→+∞

Σ(fk) et E(Sn(fk)
2) =

1

n2
E(Tr(Xk

n)
2) →

n→+∞
Σ(fk)

2.

Donc V(Sn(fk)) →
n→+∞

0, et lim
n→∞

P(
∣∣Sn(fk)− E(Sn(fk))

∣∣ > ε) = 0 .

17) Soit f une fonction continue sur R, nulle en dehors de [−B,B] avec B > 4.
Soit ε > 0.
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17.a) • D’après le théorème de Weierstrass (question Q12), il existe un polynôme P̃ ∈ R[X] tel que

sup
x∈[−1,1]

∣∣f(Bx)− P̃ (x)
∣∣ ≤ ε/4.

Posons P (x) = P̃ (x/B) alors sup
x∈[−B,B]

∣∣f(x)− P (x)
∣∣ ≤ ε/8.

• On décompose la différence Sn(f)− Σ(f) en utilisant le polynôme P comme intermédiaire :

Sn(f)− Σ(f) = Sn(f)− Sn(P1|x|≤B)︸ ︷︷ ︸
A1

−Sn(P1|x|>B)︸ ︷︷ ︸
A2

+Sn(P )− E(Sn(P ))︸ ︷︷ ︸
A3

+E(Sn(P ))− Σ(f)︸ ︷︷ ︸
A4

.

• Comme on a [−2, 2] ⊂ [−B,B], alors :

∣∣Σ(f)− Σ(P )
∣∣ = 1

2π

∣∣ ∫ 2

−2

(f(x)− P (x))
√
4− x2dx

∣∣ ≤ Σ(f0) sup
x∈[−B,B]

∣∣f(x)− P (x)
∣∣ ≤ ε

8
(1)

Par linéarité de l’espérance et de la trace, et d’après l’hypothèse (Hk), on sait que E[Sn(P )] →
n→+∞

Σ(P ).
Il existe donc un entier N tel que pour tout

∀n ≥ N,
∣∣E[Sn(P )]− Σ(P )

∣∣ ≤ ε

8
(2)

Ainsi, par (1) et (2), on a pour n ≥ N∣∣A4
∣∣ = ∣∣E(Sn(P ))− Σ(f)

∣∣ ≤ ∣∣E(Sn(P ))− Σ(P )
∣∣+ ∣∣Σ(P )− Σ(f)

∣∣ ≤ ε

4

Puisque f est nulle hors de [−B,B], on a Sn(f) = Sn(f1|x|≤B) donc Sn(f)−Sn(P1|x|≤B) = Sn((f−P ).1|x|≤B).
Par suite: ∣∣A1

∣∣ ≤ 1

n

n∑
i=1

∣∣f(λi)− P (λi)
∣∣.1|λi|≤B ≤ 1

n

n∑
i=1

sup
x∈[−B,B]

∣∣f(x)− P (x)
∣∣.1|λi|≤B ≤ ε

4

• On obtient donc∣∣Sn(f)− Σ(f)
∣∣ ≤ ∣∣A1

∣∣+ ∣∣A2
∣∣+ ∣∣A3

∣∣+ ∣∣A4
∣∣ ≤ ε

2
+
∣∣Sn(P1|x|>B)

∣∣+ ∣∣Sn(P )− E(Sn(P ))
∣∣

L”inclusion des événements[∣∣Sn(P1|x|>B)
∣∣ < ε

4

]
∩
[∣∣Sn(P )− E(Sn(P ))

∣∣ < ε

4

]
⊂
[∣∣Sn(f)− Σ(f)

∣∣ < ε

]
entraîne : [∣∣Sn(f)− Σ(f)

∣∣ ≥ ε
]
⊂
[∣∣Sn(P1|x|>B)

∣∣ ≥ ε

4

]
∪
[∣∣Sn(P )− E(Sn(P ))

∣∣ ≥ ε

4

]
Ainsi : P

(∣∣Sn(f)− Σ(f)
∣∣ ≥ ε

)
≤ P

(∣∣Sn(P1|x|>B

)∣∣ ≥ ε
4

)
+ P

(∣∣Sn(P )− E(Sn(P ))
∣∣ ≥ ε

4

)
17.b) • Si P =

r∑
k=0

akfk alors

∣∣P1|x|>B(λ)
∣∣ = ∣∣∣∣ r∑

k=0

ak

(
λk1|x|>B

) ∣∣∣∣ ≤ r∑
k=0

∣∣ak∣∣gk,B(λ)
et

∣∣Sn(P1|x|>B)
∣∣ ≤ 1

n

∑
(λ,mλ)∈Sp(Xn)

mλ

∣∣P1|x|>B(λ)
∣∣ ≤ r∑

k=0

∣∣ak∣∣
 1

n

∑
(λ,mλ)∈Sp(Xn)

mλ gk,B(λ)

 =

r∑
k=0

|ak|Sn(gk,B).
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On a ⋂
0≤k≤r
ak 6=0

[
Sn(gk,B) <

ε

4
∣∣ak∣∣(r + 1)

]
⊂
[∣∣Sn(P1|x|>B)

∣∣ < ε

4

]
donc [∣∣Sn(P1|x|>B)

∣∣ ≥ ε

4

]
⊂

⋃
0≤k≤r
ak 6=0

[
Sn(gk,B) ≥

ε

4 |ak| (r + 1)

]

par suite

P
(∣∣Sn(P1|x|>B)

∣∣ ≥ ε

4

)
≤
∑

0≤k≤r
ak 6=0

P
(
Sn(gk,B) ≥

ε

4
∣∣ak∣∣(r + 1)

)

D’après Q.15, on a pour tout k, α > 0 et B > 4, lim
n→∞

P(Sn(gk,B) ≥ α) = 0, donc

lim
n→∞

P
(∣∣Sn(P1|x|>B)

∣∣ ≥ ε

4

)
= 0

• On a
∣∣Sn(P )− E(Sn(P )

∣∣ ≤ r∑
k=0

∣∣ak∣∣.∣∣Sn(fk)− E(Sn(fk))
∣∣

Par la même méthode , que le cas précédent, on a

P
(∣∣Sn(P )− E(Sn(P )

∣∣ ≥ ε

4

)
≤
∑

0≤k≤r
ak 6=0

P
(∣∣Sn(fk)− E(Sn(fk))

∣∣ ≥ ε

4 |ak| (r + 1)

)

D’après Q.16, on a tout k, α > 0, lim
n→∞

P
(∣∣Sn(fk)− E(Sn(fk))

∣∣ ≥ α

)
= 0, donc :

lim
n→∞

P
(∣∣Sn(P )− E(Sn(P )

∣∣ ≥ ε

4

)
= 0

Ainsi, d’après Q.17.a, on a ∀ε > 0, lim
n→∞

P
(∣∣Sn(f)− Σ(f)

∣∣ ≥ ε

)
= 0 .
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