Mathématiques B (X), MP & MPI X 2026, corrigé

X 2026

Epreuve de mathématiques B, MP & MPI, quatre heures
(corrigé)
Préliminaire
1. L’équation caractéristique r?> — ar +1 = 0 ayant pour discriminant A = a? — 4, on en déduit
que :
— si |a] > 2, alors A > 0 et (uy)n>0 est combinaison linéaire de suites géométriques de

raisons respectives r; = % % :

et ry =
3(a,b) € R*, Yn €N, u, =ar} +bry,

ou la condition (ug,u1) = (0,1) permet d’expliciter (a,b) et d’obtenir :

rno— 0
VneN, u,=- 2.
=T
— si |a] =2, alors A = 0 et on trouve de méme, en posant r = ¢
n sia=2,

_ n—1 __
vneN, wu,=nr _{n(—l)”_l Sia—-2;

— si |a| < 2, on trouve la méme expression que dans le cas |a| > 2, mais en posant

ativ—A a—iv/—A

= 2 2

et ry =
Premiére Partie

2. La limite de (v,)p>1 résulte du théoreme sur les sommes de Riemann, avec la subdivision
réguliere de [0, 1]. Comme f est continue sur [0, 1], on a :

nggloon—l-lzf(n—i—l) /f

0
et (v,)n>1 ne differe de cette somme que d’'un terme, a savoir I i, qui converge vers 0 (noter
1

aussi que 'ona:+ ~ —=). On en déduit :
nopstoo n+1

1
lim v / .
n——+oo " 0 f

Pour démontrer que (w,),>1 & méme limite, il suffit de démontrer : lir+n (wy, —v,) = 0.
n—-+0oo

Faisons. Soit € > 0. Comme f est continue sur le segment [0, 1], le théoréme de Heine assure
qu’elle est uniformément continue. Soit 17 > 0 un module d’uniforme continuité de f associé
a €, et soit n au voisinage de l'infini, de sorte que :

1
<.
1
On a pour tout k € [1,n] :
k 2k 2k 2n 1
< < <,
n+1 2n+1 (2n+1)(2n+2) 2n+1)2n+2) " 2n+1
et donc : L "
1 & 2 1 &
- < - -]l =é.
[vn = wal nkglf<n+1> f<2n+1>| nk;g c
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3.

On en déduit :

nEIJIrlooOUn N Un) - 07

d’ou le résultat :

v =l w, = [0
Remarque. Le résultat reste valable si f est continue par morceaux (méme s’il faut étre
plus soigneux, puisque le théoreme de Heine n’est plus valable).
(a) Par composi;crion, I'application 6 — f(2cos(f)) est continue sur le segment [0, 7|, donc

l’intégrale/ f(2cos(8))dd converge.
0

Effectuons alors le changement de variable x = 2cos(f), ou de maniére équivalente

0 = arccos (%) (on integre sur [0, 7]). L’application ¢ : x — arccos (%) est de classe C!

et strictement décroissante sur | — 2, 2[, de dérivée z — —1—— = ——=—. Comme

1_(£)2 Vi—zx

les changements de variable préservent la nature des intégrales, on en déduit que les
intégrales :
[ 1@ == [ eos (pla)) ¢'(a)d
) —F— cos ( x)dx
—2 Vi — 2 4

0
et / f(2cos(0))dd ont méme nature : elles convergent donc et on a :

/22]”(96)\/;11”7%2 _ /0 f(2cos(0))dl = /OTr £(2cos(6))do,

s

d’ou le résultat.
(b) Par la question précédente, on a :

/ =1, I(f;)="> /07r cos(6)df = 0,

et :

I(fy) = i [ tcos0))%d = i(1 + cos(20))d0 = fr [e + Smf@)] _9

(¢) Nous effectuons une distinction de cas, selon que n soit pair ou impair.

Si n est impair, alors le changement de variable v = 6 — 7 permet de reconnaitre
I'intégrale d’une fonction impaire sur un intervalle centré en O :

I(fn) = 27: /7r (sin(u))™du = 0.

VE]

Si n est pair, disons de la forme n = 2m avec m € N, alors par la formule d’Euler puis
la formule du binéme de Newton on a :

1 2m om T ) 1 2m 7m T
I ) = Z / 1k6 71(2m7k)0d8 / Ql(kfm)gde
(f2) s < k ) 0 ¢ Z L 0 € )

k=0 T k=0

or on a classiquement :

vez, [ ewap=y ) 2=
) 7_(_0 .

0 sinon,

donc seul le terme correspondant a k& = m donne une contribution non nulle a I'intégrale

1(f)
I(f,) = (i:b)

2
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En conclusion :

(nnz) sin =0 mod 2,

vneN, I(f,)=
" (fu) {O si n =1 mod 2.

4. (a) Soit n € N\{0}. Par le théoréme de transfert (utilisable sans réserve puisque les variables
aléatoires en jeu sont a support fini), on a :

E<f(2cos(ﬁil>)) Zf<2COS< fl)) izn: <2C°S<n7f1>>'

La fonction z +— f(2cos(mx)) étant continue sur [0, 1], on peut utiliser la question 2
(on reconnait la suite (vy,)p>1). On en déduit :

nl_lglooE (f <2cos <n7r-|({n1>)> = /1f 2 cos (mx)) dz

— / (2cos (6))do

— 7d
s /72 V4 — 2 .T,

d’ou le résultat.
(b) Soit y € [—2,2]. Comme :

p (2 cos (;Ti]"l) < y) =E (ﬂ(gws(;gq)@)) =B (1[—2&/[ (2 €os (nW%U—n1>>) !

on aimerait utiliser la question précédente avec la fonction indicatrice 1_,,. Le pro-
bleme est qu’elle n’est pas continue. On y remédie par approximation. Supposons
d’abord y €] — 2,2[. Pour tout n > 0 suffisamment petit (pour avoir y —n € [—2,2] et
y+n € [—2,2]), considérons les applications [y et f;“ dont les graphes sont ci-dessous :

Yy
1
% T
)
0
1
| | |
{ { T
) Yo oy+ 2
0 y+n



Mathématiques B (X), MP & MPI X 2026, corrigé

Leur description analytique n’a pas d’importance. On remarque que 'on a :

fr gy < frf

et elles sont continues : cela motive leur construction. Par croissance de I'espérance :

(5 o () < o (2) <) < 5 (oo (252)

Or, par la question précédente, pour tout o € {—,+} on a :

(5 () <L

et : . q
y+n T
—— — 0.
T (1)

n—0
ytn  dx

VA4 — a?
au voisinage de 0 (par le théoréeme fondamental de I'analyse). Pour y = £2 plus tard,
0 dx

— ¢t
-2 /4 — 22 ¢

/ e dx—/yi <
2 /4 — x? 2 /4 — x?

Ce dernier calcul de limite résulte, par exemple, de la continuité de n — /

on justifiera que cette limite est nulle par la convergence des intégrales

2 dx
————: elle découle de la question 3.(a) avec f = 1.
| = q (a) avec f
Voyons comment conclure. Soit ¢ > 0. Par (}), il existe n > 0 tel que pour tout o €
{—,+} on ait :

—513'2 —1’2

Fixons un tel 7. Par (*), il existe ng € N tel que pour tout entier n > ng et tout

o€ {—,+}, on ait :
B (17 (200 (755))) -5 [ i <

L’encadrement ci-dessus implique alors :

/ydx—Qs<P<2cos<7TU">< ></ydx+2€
-2 /4 — x? h n+1 V) s —2 /4 — 22
On a démontré :

Ve >0, Ing €N, Vn > P<2 <7TU"><> 1/y 93 < 2
n n > ny, cos [ —= - — | <
; 0 ) 0 n+1 ) 7)o /—4—1'2

d’ou le résultat si y # £2 :

P (20m (25) <0) = [ 7

im cos [ —— = — —_—

n=+oco n+1 4 7oA — 22

Si y = 2, on reprend le méme raisonnement, mais en remplacant f;r par la fonction
constante égale a 1. De méme si y = —2, en remplagant f,” par 0 (on peut aussi faire le

;[2 V4 — 2 >

calcul exact des probabilités dans ce cas particulier, et trouver 0 =

y=-2,1=1I(fy) = / \/7 siy =2).

Remarque. On pouvait aussi traiter cette question en vérifiant directement que les
questions précédentes s’adaptent au cas des fonctions continues par morceaux. Pour la
premiere limite calculée dans la question 2, c’est au programme ; pour le changement
de variable de la question 3.(a), également. Il faut s’assurer que x — f(2cos(mx)) reste
continue par morceaux si f 'est, dans la question 4.(a) : ¢’est loin d’étre insurmontable
grace a la continuité et stricte décroissance du cosinus sur [0, 7].
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Deuxiéme Partie

5. (a) On trouve :

n Xn Sp(75)
2 X*-1 {(-1,1),(1,1)}
3 X°—2X | {(0,1), (- V2 2,1), (v2,1)}

(b) Soit n > 4. On développe x,, par rapport & la premiére colonne, puis suivant la premiere
ligne du déterminant obtenu a la deuxieme étape :

X -1 0 ... 0
) -1 0 0
-1 X -1 : . 0
Xn=1{0 -1 X . 0|=XXn1— .
o ... 0 -1 X
_Xanl Xn—2,

ce qui fournit la relation de récurrence demandée :
Xn — XXn—l + Xn—2 = 0.

(c¢) La suite (xn(a))ns2 vérifie la relation de récurrence de la question 1, mais avec des
conditions initiales légerement différentes. Pas bien grave ; on sait en effet que toutes les
suites qui conviennent sont de la forme :

a+ivo\" a—ivi\" )
<a<2 ) —I—b<2 ))@2, (a,b) € C*,

En particulier, le membre de droite de 1'égalité de 1’énoncé (que nous noterons w,, ci-
dessous) vérifie la méme relation de récurrence que (x,(«))n>2, avec les mémes condi-
tions initiales. La formule du binéme de Newton permet en effet de simplifier ces quan-

avec § = 4 — 2.

tités :
49
Uy = 3a%iV6 + (’L\/_) 30‘ (4-a%) =a’ —1=y(a),
22i\/3 4
3. . 3 3 _ — A2
s — 40318 + 4a(iV/e) _ (4~ o) = o’ — 2a = y3(a).

23i+/0 2

Il y a donc égalité :

Vn € N\{0,1}, xn(a) =1u, = - 9

1 ((a +i\/4—7042>n+1 B (H/m)nﬂ) |

(d) Soient o €] —2,2[ et n € N\ {0,1}. On utilise la formule du binéme de Newton, en
isolant la partie imaginaire. Cela revient a séparer les termes pairs et impairs :

(a +i1v4 — oz2>n+1

n+1 n+1
kk;?aoir k 1mpa1r
o in 1 k k & o n41 k-1 k i
= > (-1)zva—a? o™ i Y (=1) 27 V4 —a2 a" ",
=\ k =\ k
k pair k impair
€R eRrR
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On en déduit, par la question précédente :

W4 — a? 2 = k
k impair
Nous avons une égalité entre deux applications polynomiales sur | — 2, 2[, qui est infini.
L’égalité se releve donc dans R[X] :

1 n+1 1
T S i [ e TSt G
2n = k
k impair

L’énoncé demande une expression exacte des coefficients de x,,. C’est 'objectif du calcul
qui suit :

12
aniz
2n 20+ 1

=0
[n/2] ¢
1 n+1 ¢ ¢ O~k 32—k -
= — —1 —1)fR xRk ) =2
5 3 (o) 0 (5 (e

k=0

— i & (_4)k L%%J n+1\/(/4 -2k
on = o \20+1)\k ‘

(—;)k Lan (;2111) (li) pour tout k € [0, |n/2]].

=k
6. Evaluons l'identité de la question 5.(c) en a = 2cos(f), avec 6 €]0, 7| (on a bien : |a| < 2).

- e

Le coefficient de X" 2F est donc :

On a :
Ve e {~1,1}, a+icvid—a? = 2cos(f) + 2ie|sin(6)| = 2¢,
et donc :
1 . , : g
Y €N\ {01}, xn(2co8(6)) = = (&0 _ mitornoy _ S0 1))

2i sin(0) sin(0)

On en déduit en particulier, avec 0 = nkT’_Tl €)0, 7] :

sin(km)

Vk € [1,n], xn(2cos())) = m

=0.

Ainsi 2 cos(0) est racine de x,, pour tout k € [1,n]. Comme le cosinus est injectif sur |0, 7|,
cela fournit n racines distinctes d'un polynome de degré n : on les a toutes, et ce sont des
racines simples.

Comme les racines de x,, sont les valeurs propres de 7,,, on conclut :

ity - {(pee (7)) 1 L)

7. Supposons que f : [—2,2] — R est continue. On a, d’apres la question précédente :

Vn e N\ {0,1}, ST, Zf<2cos< km 1>>=E(f<2cos<nUf1>)>.

Par la question 4.(a) (dont I’hypothese est vérifiée), on a le résultat voulu :

lim Sy (T,

n—-+oo / V4 — .172
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8. (a)

On a: T,(a,b,c) = al, + T,(0,b,¢), donc :

XTu(abe) = det((X — a)ln = To(0,b,¢)) = X1, 000 (X — a).
On en déduit immédiatement :

Sp(Tn(a,b,c)) = {(a+ A,my) | (A\,my) € Sp(T.(0,b,¢))} .

Par la question précédente, il suffit de lier les spectres de T,(0, b, c) et T,,(0,bc, 1). Sup-
1

posons d’abord que ¢ n’est pas nul. Soit X = | : | € M, 1(C). Pour uniformiser les

xn
notations, notons : g = x,11 = 0, et posons aussi :

1 (A
Vie[0,n+1], yi=——x, et: Y =/|:
=
Yn
Soit A € R. On a alors :
T.(0,b,0)X = AX <= Vi€ [1,n], cx;q+bri = Ay

< Vi€ [1,n], yiq + by = Ay
< Vie[l,n], yi-1+bcyir1 =y (c #0)
<= T,(0,bc, 1)Y = \Y.

On en déduit : VA € R, ker(7,(0, b, c) — Al,,) = ker(7,(0,bc, 1) — AL,), puis :
Sp(T5,(0, b, ¢)) = Sp(T0(0, be, 1))

(Cette égalité est a priori hative : on ne sait rien des ordres de multiplicité et nous
parlons ici du spectre au sens classique; cependant, la question suivante assure que
toutes les valeurs propres sont simples — et sans raisonnement circulaire — donc 1’égalité
est aussi vraie pour le spectre au sens de I’énoncé, pour ¢ # 0.)

Si ¢ = 0, cela reste valable : T,,(0,b,0) et T,,(0,0,1) sont triangulaires strictes et ont
donc pour méme spectre {(0,n)}.

Par la question précédente :
Sp(Tn(CZ, b7 C)) = {(CL + >\7 m)\) ’ ()‘7 m)\) S Sp(Tn<0a bC, 1))} .

D’apres la question précédente, il suffit d’expliciter les valeurs propres de T,(0, be, 1).
Or on a :

Sp(T,,(0,be, 1)) = Sp(T;, (0, Vbe, Vb))
= Sp(\/%Tn)

(v (F7) 1) 1 e ).

Sp(T(a, b, c)) = {<a+ 2v/be cos (’i) ,1) |k e [[1,n]]}.

n

On conclut :
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9.

10.

(a)

Par la question précédente, pour tout entier n > 2 on a :

S (Th(ab)=~ Y f <a+ 2v/be cos <nk-7:1>> |

TV (A\;mx)ESp(Th)

Posons ¢ la fonction x — f(a + Vbcx). Elle est aussi continue et on a :

YneN\{0,1}, S, (Th(abe))=> 3 X <2cos (nkj:l)) _S,(T).

n (A\mx)€ESp

Par la question 7, on conclut :

2 fla+ Vber) |

/\/—7372 ;—2\/m

Notons que pour be > 0, les valeurs propres de T, (a, b, ¢) sont toutes simples : il n'y a
pas d’ambiguité sur le fait de devoir tenir compte des multiplicités ou non.

lim Sy (T, (a,b,c)

n—oo

Remarquons que si k € [1,n], alors :

km km y—a
2Vb — | Sy <=2 < .
a—+ C COS <n+1> Y CoS (n—i—l) N

On cherche donc a dénombrer asymptotiquement :

o)) o () 2).

ou la derniere égalité résulte du théoreme de transfert et de I'égalité E(14) = P(A),
valable pour tout évenement A.

Si: 22 < -2 on a immédiatement : g,(y) = 0.

®

Si: L2 €] — 2,2, par la question 4.(b) on a :

(y) ~ n/%m:_n/am%(;é)dezn 7 —arccos [ =21 ).
" oo 1 )oa N4 — 22 7 Jr T 2v/be

Enfin, si 22 >2: q,(y) =n ~ n.

n—-4o00

®

Autrement dit, hormis dans les cas « pathologiques » :

n y—a
an(y) nioo 7 \ T arCCOS i)

J’imagine cependant que ce n’était pas la démarche attendue par I’énoncé : je n’ai pas
utilisé la question précédente (et pour cause : j’avais envie d’éviter le moment technique
ou l'on doit gérer le probleme de discontinuité de la fonction indicatrice).

Troisieme Partie
Soit n au voisinage de l'infini. Soit x € [0, % { On a :
Vo €[0,k], |Qux)—1]=1—(1-2"* <1-(1-r")* <2"",
en vertu de I'inégalité de convexité : Vu > —1, (1 +u)*" > 1+ 2"u, et :
Vee[l—r1], [Qu(a)=(1—-2") <(1—-(1—-r)")> e,

8
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en vertu de 'inégalité de concavité : Vu > —1, In(1 4+ u) < u
Comme:0<2r<1l,et:1<2(1—k),ona:
lim (2r)" =0, et : lim (2(1 —k))" = +o0,

n—-+00 n—+00
donc les inégalités ci-dessus démontrent bien la convergence uniforme de (Q;)n>0 sur
[0,x] et [1 — K, 1] vers x +— 1 et & +— 0 respectivement.

Remarque. La figure ci-dessous représente le graphe de @,, pour n € [1,10] (le bleu
correspond aux petites valeurs de n et le rouge aux grandes valeurs).

0

(b) L’application @ — 15% est une bijection strictement décroissante de [—1,1] dans [0,1],
de réciproque g : x — 1 — 2x. Pour tout x € [0,%{ on a : ¢g([0,x]) = [1—2k,1],
t @ g([l — k,1]) = [-1,—14 2k]. On en déduit, par la question précédente, que la
suite (P,)n>0 converge uniformément sur [1 — 2r,1] vers x +— 1 = Hjy_g.1)(z) et sur
[—1, =14 2k] vers x — 0 = Hjj_1 _1124(2).

Pour résumer, pour tout x € {0, %[ la suite (P,)n>0 converge uniformément vers H sur
[—1,1]\ [-1+2k, 1 —2k]. Il suffit alors de noter que tout n €]0, 1] peut s’écrire n = 1—2xk

avec Kk € {0, %[ pour avoir le résultat (poser k = 1%’7 € {0, %[)
11. Comme f est continue sur le segment [—1, 1], elle est uniformément continue. Soit € > 0 et

soit n > 0 un module d’uniforme continuité de f associé a €. Considérons un entier naturel
non nul N tel que : % < n, et posons :

. 21
Vi e [0,N + 1], ci:—1+N+1.
Ona:cop=—-1,cy1=1,et:c; <cog <--- <cy. On vérifie alors facilement que la fonction
en escalier :
N-1 N-1
g:Tt— ZD f(ci):ﬂ-[ci,ci+1 ( ) + f(CN ]]'[CN Zl f & :ﬂ-[cl,cHl ) + f(CN)]]-[cN }( )

vérifie : Vo € [—1,1], |f(x) — g(z)] < € (il suffit de constater que pour tout = € [—1, 1], soit
il existe i € [0, N] tel que : = € [¢;, ciqq[, et alors : | f(z) — g(z)| = | f(z) — f(c;)] < € grace a
I'inégalité |z — ¢;| < ¢i41 — ¢; < 1, soit = 1 et on conclut similairement).

Or: Vo € [-1,1], Loy qy(x) = H(x — cn), et
Vie [I,N—-1], Vo € [-1,1], L (2) =L, 1(2) = L, 1) (2) = H(z —¢;) — H(z — ¢i41),

9
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12.

donc pour tout x € [—1,1] on a :

N-1

gle) = ) fle) (H(z =) = H(z = 1)) + flen)H(z — cn)

71

1

flenH(z =) =

1

flcic)H(z —¢;) + f(en)H(z — cn)

|
M-

-
Il

'MZ

I
—

Pﬂﬁz

@
Il
—

fle)H(z —c) =) fleia)H(x —c) (f(co) = 0)

2

(f(ci) = fleimn))H(z — ci).

-

@
I
—

En posant : Vi € [1,N], a; = f(¢;) — f(ci—1), P'uniforme continuité de f entraine bien :
(ai,...,an) € [—€,¢]N, et on a :

<&,

Vo e [-1,1], |f(a:) - ZaiH (r— )

d’ou le résultat.

On suit 'indication. Posons : g = f— f(—1). La fonction g est continue et vérifie : g(—1) = 0,
ce qui permet de lui appliquer la question précédente. Il existe N € N\ {0}, une subdivision

—l<e<--<ey<let(ay...ay) € [—¢¢e]" tels que :

Vo e [-1,1], ‘ Zaz (x —¢)| <e.
Considérons alors un réel n > 0 tel que les intervalles [¢; — 1, ¢; + 1] sont deux a deux dis-
joints; il suffit de poser n = 5 oI<m<I}v (i1 —¢i) > 0 (avec ¢g = —1, ey = 1) pour que cette

condition soit réalisée. Quitte & remplacer n par min(n, 1), on peut supposer : 7 €]0, 1].
Soit € > 0. Posons :

N
VnGN, F57n:ZaiPn(X—ci).
Notons que P, est effectivement un polynéme pour tout n € N, donc F;, l'est aussi. Par

la question 10.(b), la suite (P,),>o converge vers H sur [—1,1] \ [-71,7n]. On en déduit qu'’il
existe ng € N tel que :

Vi e [1,N], Ve € [-1,1]\ [-n,7n], Y¥n = ng, |a;P.(x) —a;H(z)| < %.
Par translation, on a :
Vi e [1,N], Vo € [-14¢;, 1+¢)\[ci—n, ci+n], Yn = ng, |a;Po(x—c;)—a;H(x—c¢;)| < %

Déduisons-en que F., approche uniformément g sur [—1,1]. Soit = € [—1,1]. S’il existe
ip € [1, N] tel que : x € [¢;, — 1, ¢, + 7], alors le fait que les intervalles [¢; — n, ¢; + 1] soient
disjoints assure que 'inégalité ci-dessus peut étre utilisée pour tout i # iy, donc pour tout
n=ngona:

Zaz (x —¢)

Mz

(x —¢;) — a;H(x — ¢;)| + |aiy| - |Pu(x — ¢iy) — H(x — ¢4)]

OH

ZSS

—1
e+ & (I1Pllsooryy + [1H o o1

NN
wo
o

10
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Si x n’appartient pas a [¢; —n, ¢; +n] pour tout ¢ € [1, N], on reprend ces mémes majorations
sans isoler de terme particulier de la somme. Le majorant 3¢ reste valable. Ainsi :

Vn = ng, VYo € [—1,1], (x —¢;) — Fop(x)

et donc, pour tout entier n > ng et tout z € [—1,1] :

(x —¢;) — Fop(x)

N
— Z a; H (x —
i=1

Pour approcher f, il suffit de poser : P = F_,,— f(—1), qui est aussi un polynéme, et d’écrire :
Vn = ng, Vo € [-1,1], |f(z) — P(x)| = |g9(z) — F.n(2)| < 4de.
Ceci vaut pour tout € > 0, ce qui démontre le résultat voulu.
Quatrieme Partie

13. (a) Soient w € Q, k € N et n € N\ {0}. La matrice X,,(w) est symétrique réelle donc
diagonalisable. Si D est une matrice diagonale semblable & X,,(w), alors D¥ est semblable
A X, (w)* et on en déduit :
1 o1 i
(X)) = Y maM =S W),

TV (A m)€Sp(Xn (w))

d’ou le résultat : S, (fi) = ~tr (Xff)

(b) Soit & € N. On effectue le changement de variable § = arccos (%) (ou de manieére
équivalente x = 2 cos(0)), justifié comme dans la question 3.(a). On obtient :

L) = i/oﬂ F(2 cos(6)) (sin(6))2d0

k42 cy
k/Q %HJ;)/Q) si k =0 mod 2,
si k=1 mod 2.

(¢) Notons que X(fo) =1, X(f1) =0 et X(f2) = 1 d’apres la question précédente.
Soit n au voisinage de l'infini. Pour £ = 0, on a immédiatement :

B (n(X0) =E() =1~ 1=5(f),

n—-4o0o

et de méme : Er}rq =E (tr (X2)2> = % (fo)® = 1. Ceci démontre (Hy).

Pour £ = 1, on utilise la linéarité de I'espérance et le fait que les variables W;; soient
centrées :

:LE (tr(X,)) = o~ ;E (Wii) =0,

donc : lim 1E(tr(X}))=3X(f1) =0, et :

n——+oo




Mathématiques B (X), MP & MPI X 2026, corrigé

Les variables aléatoires W; ; étant supposées indépendantes, on a :

B (r (%)) = (z EW2)+2 3 E(VVi,Z-)E(Wj,j)) = 0=

"2 2
n 1<i<j<n n

donc : EIJIrl ~E (tr (X}L)Q) =2 (f1)? = 0. Ceci démontre (H;).

I reste le cas k = 2. On facilite le calcul de tr(X?) en reconnaissant la norme euclidienne
usuelle de M,,(R) au carré (rappelons que X,, est une matrice symétrique) :

() =) = v (M)

1<i,5<n

Par linéarité de I’espérance :

Lp((x) =5 ¥ B =4 ¥ 1=

1<i,5<n 1<i,j<n

donc : lim 1E(tr(X})) =X (f2) =1. Enfin :

n—-+oo

2
2 1 1
wif - B (£ o) -k £

1<6,j<n 1<i,j<n
1<k l<n

Si (k,£) # (i, 7), alors par indépendance de W7; et Wi, (lemme des coalitions) on a :

E (sz,fe) =E (ij) E (W,fg) = 1. Cela incite a isoler les termes tels que (k, /) =

Z7-]

1 2 1 1 1 4
B (tr (x2) ) = X E (W) + > 1= (R?E(W}Y) + (! = n?)),
1<,9<n 1<e,5<n

1<k <n

(,5)7# (kL)
donc : EIJIrl =E (tr (Xfl)Q) = 2 (f,)? = 1. Ceci démontre (Hy).
D’ou le résultat : on a démontré (Hy), (H;) et (Hy).

14. Soient k € N, B > 0 et ¢ > 0. On a facilement, en effectuant une distinction de cas selon que
|z| > Bou |z| < B :
Vr €R, 2% > Bfg p(x).

On en déduit, par définition de S, (fax) et Sn(gr.B) :

Sn(far) = Sn(B¥gr.5) = B*Sn(gr.5)-

Or, pour toute variable aléatoire X positive, on a :
X 2:81(X2€ﬁ

donc :
Sn(for) = €Bk31(

Sn(gk,B)>5) ’

On conclut par croissance et linéarité de ’espérance :

E (Sn (ka:))
eBk

P (S0 (905) > ) = B (1, o)) <

12
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15. Soient € > 0 et B > 4. On suit I'indication. Démontrons d’abord que pour tout (k, k') € N2,
si:k < k/, alors : 9k,B < 9k’ B-
Soit x € R. Si : x < B, alors : grp(r) = gwp(x) = 0. Si |z| > B, alors en particulier
|z| > 1 puisque B est supposé strictement supérieur & 4, donc : |z|* < |z|¥. Ainsi on a bien :
gr.5(7) < g p(x), ce qui démontre I'inégalité ci-dessus dans tous les cas.
Ceci étant dit : pour calculer la limite quand n — +oo de P (S, (gr.5) = ¢€), il s’agit d’utiliser
la question précédente et en particulier cela nécessite de controler la taille de E(S,(far))-
Faisons. D’apres la question 13.(a) et 'hypothese (Hgy) (supposée vérifiée), on a :

Jim P =50 22 F) - 5(0E)7) N

Or, pour tout k au voisinage de I'infini, on a par la formule de Stirling :

(%) COI Virk (2)" g
k) (kD)2 koo oo (f)% Tk

Comme : B > 4, on en déduit :
. 4k
o B

et donc, par 'encadrement : 0 < 3(for) < 2(2:) (la positivité de X(for) découle de la

positivité de for, et de la croissance de I'intégrale) :

lim %(fok)

k—+o00 Bk - 0

Voyons comment en déduire le résultat. Soit €9 > 0. Par ce calcul de limite, il existe kg € N
tel que pour tout k£ > kg, on ait :
S(fa) _

EBk X €o,

et par (x), il existe ng € N tel que pour tout n > ng, on ait :

Z(kao)
g Bko

E(Sy(far,)) < + €0 < 2éo. (1)

Soit alors k € N, et posons : k' = max(ko, k). On a : k < k/, donc : gy 5 < gw.p, €t on en
déduit :
(Sn(gr,B) =€) € (Snlgw.B) =€),

donc par croissance d’'une probabilité, pour tout n > ng on a :

B (S, (fu)) ©

P(Sn<9k,B> >¢) < P(Sn(gk',B> >¢) < c Bk = 4c0-

On a démontré :
Veo >0, dng € N, Vn >ny, 0< P(S,u(gk5) =€) < 2¢,

d’ou le résultat :

n—-+00

13
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16.

17.

Soient n au voisinage de l'infini, k£ € N et ¢ > 0. Par I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev,
que nous pouvons utiliser grace a la question 13.(a) (elle implique en particulier que S, (fx)
est une somme de variables aléatoires ayant un moment d’ordre 2), on a :

P (1S, () ~ E (S, (f))] > 2) < onlde)
Or, par la formule de Huygens :
V(S.(80)) = B (S.(00)%) ~ Bl @2 Lg (w(x?) (L (1r(x))

et par 'hypotheése (Hy) on en déduit :

lim V(S.(fr)) = 2(fr)* = B(fi)* = 0.

n—-+oo

On conclut donc avec le théoreme des gendarmes :

lim P (]S, (fx) = E(Sn (fr))| =€) = 0.

n—-+o0o

(a) On applique le théoréeme d’approximation de Weierstra8 a fj;_p ], continue par hypo-
these. Soit (e,9) € (R%)?, et soit P € R[X] tel que :

Vo e [-B,B], |f(z)— P(z)| < <.

Nous préciserons plus tard la valeur prise par £, selon ce dont nous aurons besoin.

Soit n au voisinage de 'infini. L’énoncé nous demande de lier S, (f) — 2(f) et S, (P) —
E(S.(P)). Ceci incite au découpage suivant :

Su(f) = B(f) = (Su(f) = Su(P)) + (Sn(P) = E(Su(P))) + (E(S.(P)) = X(f)),
mais il est plus naturel de vouloir comparer E(S,(P)) et ¥(P). On préfere écrire :
Su(f)=2(f) = (Sn(f)=5n(P))+(Sn(P)=E(Sn(P)))+(E(S.(P))=5(P))+(X(P)=X(f)).

Mesurons la taille de chaque quantité. Tout d’abord, la linéarité de X(-) et S, (-) entraine,
grice a 'hypothese (Hy) :

lim_E(S,(P)) = X(P).
donc il existe N € N tel que pour tout n > N, on ait :

[E(Sn(P)) = X(P)] < &0 ()

Ensuite, 'approximation de f par P implique, comme B est strictement supérieur a 4 :

2(f) = 2(P)|

N

[ @) - PV Par <) =20 (0)

Puisque S,(P) — E(S,(P)) apparait dans la majoration demandée, nous n’y touchons
pas : il reste a estimer S, (f)—S, (P). Les calculs qui suivent sont motivés par 'apparition
de la variable aléatoire .S, (P]l‘x|> B) dans la majoration demandée. Son apparition est
plutot naturelle : la fonction indicatrice 1,<p, ci-dessous, est la pour tenir compte que
la taille de f — P n’est contrdlée que sur [—B, BJ, alors que les valeurs propres de X,
ne sont pas nécessairement dans cet intervalle.

14
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Plus précisément (l'indexation de toutes les sommes est sur (A,m,) € Sp(X,), mais
nous l'omettons pour alléger les notations) :

n(Sa(f) = Su(P)) = D_ma(f(A) = P(N))
=2 ma(f(A) = POz + D_ma(f(A) = P(N)Lg<a(X)

== z/\:m/\P()\)]l\bi()‘) + XA:mA(f()‘) — P(\)1z1<8(N)

= 1S, (Pliapss) + ?m,\(f()\) = P(A) i< (M.

On en déduit :

[Su(f) = Sa(P)| < |Su (PLu5)| + ffjg:mAMM < [8u (PLups)| + 20 (&)

Par (©), (&) et (&), on a donc pour tout n > N :

1Sa(f) = B(H)| < [Sn (Phiajs)| + [Sa(P) = B(Sa(P))] + 3e0.

Fixons n > N. Pour en déduire I'inégalité de I’énoncé, il faudrait choisir ¢y de sorte que
cette majoration implique :

(18.(f) =B(f)l =€) € (]Sn (PLipss)| > Z) U <|Sn(P) —E(S,(P))] > Z) C®

Pour cela, notons que si |S,(f) — X(f)| = € se réalise, alors on a :

1S (PLits)| + [Sa(P) = E(Su(P))] 2 1Su(f) = S(f)| = 320 > & - 3.

Pour que nécessairement, I'un des deux termes de la somme soit supérieur a 7, il suffit
d’avoir : € — 3gg > 3. Ceci conduit a poser :
€

50:6.

En reprenant tout le raisonnement ci-dessus, on a alors bien (x). On conclut par crois-
sance de P et par sous-additivité :

3

P(Su(f) = S| = &) < P (|80 (PLiupss)| > 7) + P (1u(P) = ESu(P)I > 5)

Soit n au voisinage de l'infini. Il s’agit de démontrer que le majorant de la question

) d
précédente converge vers zéro. Ecrivons : P = Y. ap X*, avec (ag,...,aq) € R¥* On

a
d

[Sn(P) = E(S(P))] < 3 lax] [Sa(fr) = B(Sa(fi))] -

k=0
En raisonnant comme dans la question précédente, on en déduit :

(15.7) (P > 5) & U (150080 = B > 3055 )-

4(d + D]y

La croissance d'une probabilité et la sous-additivité permettent alors de majorer
p <|Sn(P) —E(S,(P))| = i) par une somme de suites convergeant vers 0 (question 16) :

lim P (ys (P) — E(S.(P))| > 5) 0.

n—s+o0o 4

15
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Un raisonnement similaire, mais utilisant la question 15, nous donne :

lim P (’Sn (Plpapss)| > Z) = 0.

n—-+0oo

On conclut alors avec la question précédente et le théoréme des gendarmes :

lim P (|S,(f) = £(f)] > €) = 0.

n—-+o0o
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