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Laurent Bonavero - Lycée Champollion (Grenoble)

Avertissements : ceci n’est pas LE corrigé mais UN corrigé.
Il y a dans tous mes corrigés des erreurs potentielles ou des choses qui ne sembleront pas claires...me
contacter le cas échéant !

Préliminaire

1. L’équation caractéristique 7> — arr + 1 = 0 a pour discriminant A = a? — 4.
Si |a| > 2, il existe A et p telles que

S —a\" 7\
\meN,unA(a va4> M(M v;ﬁl) |

2
o . 1
Les données initiales donnent A = —pu puis A = T On a donc
o2 —
1 a++vaZ—4 ! a—+vVa2—4 "
VneN, u, = — | = i
a2 —4 2 2

Si |o| < 2, on a de méme

Vn eN, u, =

1 at+ivi—az\  [a-—ivi—aZ\
Vi —a? 2 - 2 '

Sia =2, il existe A et p telles que

Vn €N, u, = X+ un.

Les données initiales donnent A =0 et p = 1. Il vient

‘VnEN, un:n‘.

Si o = —2, il existe A et p telles que
Vn eN, u, = (A4 pun)(—1)".

Les données initiales donnent A = 0 et px = —1. Il vient

VneN, u, = (—1)""'n ‘

Premiére partie

2. On a

Un = n:;an+1(f) - @

ot R, (f) désigne la n-iéme somme de Riemann de f associée a la méthode des rectangles a gauche.
Comme f est continue, le théoréme de convergence des sommes de Riemann assure que

1
lim un:/ F)dt|
0

n—-+o0o

Par le méme théoréme de convergence de sommes de Riemann, on a

n

y 2 3 2%k /1f(t)dt
notoo 2+ 14\ 1) T '




De 14,

2n +1 2 & 2k ! !
n =T 2n+1kz_1f(2n+1) oo X/O F(e)dt /0 fede

3. (a) La fonction

f(x)
V4 — z?
est continue sur | — 2,2[, il y a donc deux impropretés en 2 et en —2. Or,
1 1
VI—a? 2221

et comme f est continue en 2, il vient

T —

) oL
\/4_1;2 T—2 22 —x ’
Par domination par une intégrale de Riemann convergente en 2 (d’exposant 1/2 < 1),
f(x)
V4 — 22
est intégrable en 2. La borne —2 se traite de facon identique et on a donc montré que l'intégrale
impropre

T

1 2
I(f) = P [2 \/% dx est convergente.

Puis, le changement de variables x = 2 cos(6) donne

1 (% f(2cos0) ) 2 [T f(2cos0) . 17
I(f)—;/ﬂ- m(_Qslne)de 5111520;/(; m Sln@d@—;/o f(2COSQ)d6 .

Ce dernier calcul montre aussi que l'intégrale sous sa forme initiale est bien convergente.

(b) et (c) ‘ Si n est impair, on a de suite I(f,) =0 ‘ par imparité de

n

VA — 22

i d

Si n = 2m est pair, on a

) /2 22m+1
I(f,) = 7/ 22M cos?™ 0 dh =
0

™

W2 m

ou Ws, désigne l'intégrale de Wallis d’indice 2m.
Un calcul classique et laissé au lecteur donne

T (2m)!
Wom = = ———,
T 9 (2mml)?

ce qui donne en reportant

1) = 1) = 2 5B ()~ (1))

T 2 (2mml!)? m n/2

4. (a) Par théoréme de transfert et 1.,

E <f <2cos <;Zl>)> - igf (2cos (n”fl» T /Olf(2(:os(7rz)) da.

Or,
1

1 B ™ 1P f)
[ s ar = 2 [ seosnarz L [ A ae




(b)

Finalement,

. ( 7U, 17 =)
(1 (o (35)) =2 L)

U, B U, _ 1 < 7k
P(QCOS (m) <y> E(”—“’y[ (2 <n+1>>> =53 2 Lo <2 <n+1>)'

Le théoréme de convergence des sommes de Riemann étant encore valable pour des fonctions
continues par morceaux, on peut a nouveau appliquer 1. :

1 1 ™
lim P (2 cos <7TUn> < y) = / 1y ooy (2cos (1)) do = f/ 1o,y (2cos6) db.
n+1 0 ’ 0 ’

n—+oo

™

En observant que 3.(a) reste aussi valable pour les fonctions continues par morceaux, il vient

1 [ 1 (2 1) y(2) 1 /v 1
— 11_oqy(2cosf) df = — 7’ydx:f/ —dz.
7'-/0 oot ) T J_o V4d—2a? T J_o 4 — 22
Finalement,
U, 1 (Y 1
lim P(2 — =— ———dz |
i 7 (2o (55) <o) =2 [ e
Deuxiéme partie
On a

x2 = X%~ 1= (X~ 1)(X +1) et Sp(T3) = {(~1,1), (1, 1)} |

Et

X3 = X(X - \/i)(X + \/i) et Sp(TS) = {(07 1), (_\/57 1)7 <\/§7 1)} .

En développant par rapport a la premiére colonne, on a

-1 0 0 - 0
-1 X -1
Xn=XXn-1+|0g . .. -, 0
: -1 X -1
o -~ 0 -1 X

puis en développant par rapport & la premiére ligne

‘Xn = XXn-1— Xn-2 ‘

On en déduit que
vn > 47 Xn(Oé) = aanl(a) - Xn72(a)'

En posant xg = 1 et x1 = X, on observe que la relation précédente est encore valable pour
n = 3 et n = 2. Posons alors s, = xn (). La suite (s,,) vérifie la méme relation de récurrence
linéaire que la suite (u,,) de la question 1., avec sg = ug et s1 = @ = ug. On a donc s, = Up41
pour tout n et on en déduit que si |o| < 2,

n+1 ntl
1 <a+i\/4—a2> _(a—i\/él—a?)

vn €N, xn =
n Xn (@) T 5 5




(d) Pour |a| < 2, on a a I’aide de la formule du binome de Newton
1 n+1

(@) = S — > (n + 1) ntl—k (,Lk(4 — Q%)M (C1)RiR (4 — a2)k/2) .

Si k est pair, on a
*(4— a®)F/?2 — (—1)Fik (4 — P2 = 0.
Si k= 20+ 1 est impair, on a
(4 — a2 ()RR (4 — a)/? = 2i(—1)H(4 — a?)IHL/2,
On en déduit que

1 [n/2] —_—
1=0
n/2] l
_ 1 o 21 zz l —j 2127
onl 2l =
Ln/2j

3

33 <>z<>

1=

1n/2) [ |n/2]
1 o fn+1 l )
= _1 J4\7 TL*Z‘].
D > | 26D (21 + 1) (;) @

7=0 \ I=j

|

Les deux polynomes

1 [n/2] [|n/2] nt1 I
_1\i4J n—2j
wed 8 (Eem )

J=0 l=j

coincident sur | — 2,2[ : leur différence a donc une infinité de racines donc est le polynome
nul. On en déduit que

ln/2) [In/2]
1 s (n4+1\ (1 .
n= > (-4 X"
Xn = on (=1) (21 + 1) (;)

i=0 \ I=j

. D’aprés 5.c, on a

k 1 . )
Yn (2 CoS (n :1>) — o ((ezkﬂ/(n-‘rl))n—i-l _ (e—LkTr/(n+1))n+1)
24 sin < )
n+1
1

- - - (eik'fr _ e—ikﬂ)

2isin( b )
n-+1

= 0.

km
Les 2 cos <+1) pour k € [1,n] sont donc n valeurs propres distinctes de T), : ce sont donc les
n

valeurs propres de T, et elles sont toutes de multiplicité 1.

. D’aprés 6., on a
wk
2
o (e (7))

dx

et en utilisant 4.a., il vient de suite

I
oA ST / m




8. (a) On a T,(a,b,c) =al, + T,,(0,b,¢). On en déduit que

Sp(Tn(a,b7 c)) = {(a—l— A,my), (A,my) € Sp(Tn(O,b,c))} .

(b) En effectuant le méme calcul qu’en 5.b, on remarque le polynoéme caractéristique de T, (0, b, ¢)
et le polynome caractéristique de T,,(0, be, 1) vérifient la méme relation de récurrence suivante

Pn = X.Pn,1 — bCPn,Q.

Comme ils sont égaux pour n = 1 et n = 2, on en déduit que le polynéme caractéristique de
T,.(0,b,c) est égal au polynome caractéristique de T, (0, be, 1) pour tout n. On en déduit que

Sp(Tn(O, b, c)) = Sp(Tn(O, be, 1))

et & l'aide de a., il vient

Sp(Tn(a7 b, c)) = {(a—i— A, my), (A,my) € Sp(Tn(O,bc7 1))} i

(c) D’apreés ce qui précede,
Sp(T,(0,b,¢)) = Sp(T3,(0,be, 1)) = Sp(T3,(0, Ve, Vbe)) = Sp(VoeTy,)).

les valeurs propres de T}, (a, b, ¢) sont donc les

k
a+ 2vVbecos (n—:l> pour k € [1,n]

et elles sont toutes distinctes donc de multiplicité 1.
9. (a) C’est immédiat avec ce qui précede :

n

(T (a,b, c)) = %Zf (a+2\/%cos (ﬁ)) o ;/2 fla+ Vber) |

k=1 +1 —2 Vd-z?
(b) On a
1 1 — ok 1 (% 1)_ oy (a+ Vbcz) 1 -V g
—Qn = — 11_o a+ 2vVbeccos | —— — —/ Y dm:f/ = .
Y (y) nkz::l ]—00,9]] ( (n+1>> n—+too T J_q N ) )
Finalement,

(v) in(L-2) 42
qny n_H_OOn arcsin 27\/% il

Troisiéme partie

10. (a) En utilisant 'inégalité des accroissements finis, sur [0, k], on a pour tout = € [0, k],

1Qn(2) = 1| = |Qn(z) — Qu(0)] < 2] sup |Q7(#)]-
te(0,k]

Or,
Q! ()] = 2"t 1 (1 — t™)2" L < 2"k L
De la
|Qn(z) — 1] < n(2k)"
puis par croissances comparées,

sup |Qn(z) — 1] <n(2k)" — 0,
s [Que) = 1] <02k

ce qui montre que ’ (Qn)n>1 converge uniformément vers 1 sur [1, k] ‘
Pour z € [1 — k,1],0on a

Qu(x)] <[1— (1= k)" =exp (2"In (1 - (1—K)")).




Or,
2"In(1-(1-k)") ~ —(2-2k)" — —oo.

n—-+o0o n—-+oo

On en déduit que
sup  |Qu(z)| <[1— (1K) = 0,

ze[l—k,1] n—+oo

ce qui montre que n)n>1 converge uniformément vers 0 sur [1 — &, 1] |
> g

(b) Pour x € [n,1], on a
1-— 1-—
e

2 2

et donc

sup |P,(x) —1| < sup |Qn.(t) =1 — 0
z€[n,1] t€f0,(1-n)/2] noreo

donc ’ (Py)n>1 converge uniformément vers 1 sur [, 1] ‘

De méme, pour z € [—1,—7], on a

11—z 1+mn
el—11
el

et donc
sup  [Pu(z)] < sup  [Qu(H)] — O

z€[-1,-1] te[(1+4n)/2,1] n—+oo

donc ’ (Pn)n>1 converge uniformément vers 0 sur [—1, —7] ‘

On a bien montré que ‘ (Py)n>1 converge uniformément vers H sur [—1,1]\ [-7, 7] ‘

11. La fonction
N

T ZaiH(x—ci)
i=1
est la fonction en escaliers qui vaut 0 sur [—1,¢1[ et ay + -+ + a; sur [¢;, ¢i41]-
Soit £ > 0 fixé. Comme f est continue sur [—1, 1], elle y est uniformément continue. Il existe donc
n > 0 tel que
(*) Vo,y, e -yl <n=|f(z) - fly)l <e

Construisons les ¢; et les a; par récurrence : on pose ag = 0 puis :

e si pour tout z € [—1,1], |f(x)| <&, il n’y a rien & dire.

e sinon, soit

ey = minft € [~1,1] | |£(8)] = }.
On pose alors a; = f(c1). Remarquons que, grace a (), ¢ > —1+1.
e si pour tout z € [c1, 1], |f(x) — f(c1)| < €, la construction s’arréte.
e sinon, soit

¢z = min{t € [=L1] | [f(t) = f(c1) = €}
On pose alors as = f(c2) — f(c1) et on remarque grace & (%) a nouveau que
co>c1+n>—142n.

e On itére cette construction qui s’arréte au bout d’un nombre fini d’étapes puisque ¢; > —1-+in.
La fonction ainsi construite est bien en escaliers avec des marches de hauteur ¢ et vaut f(c;) sur
[ci,civ1][- Grace & (x), on a bien

N
Ve e [-1,1], |f(x) fZaiH(a:fq) <e.



12. Quitte a changer f en f — f(—1) et P en P — P(—1), on peut supposer que f(—1) = 0.
Soient ¢ > 0,

N
fe rx ZaiH(x—ci)
i=1

la fonction précédemment construite et n > 0 tel que les [¢; — ¢, ¢; + €] soient deux & deux disjoints.
Soit (P,) la suite définie en 10.. La suite de polynomes (F; , ),>1 converge uniformément vers f.

sur
N

Jep = [-1,1]\ U[Cl —&,¢ + €]

et donc pour n assez grand, on a
Vo €, Je oy, |Fs,n(z) — fe(@)| <e.

Quitte a prendre n encore plus grand, on peut aussi supposer que pour tout i,

N N
Ve € [-1,1]\ [¢; —&,¢ + €], Z a; P (x —¢j) — Z a;H(x —c¢j)| <e.
Jj=1,j7#i j=1,j#i

Soient enfin z et i tels que = € [¢; —¢e,¢; +¢] : on a

N N
|Fen(@) = fe@)| < | Y aiPule—cj) = Y ajH(z —¢j)| +lail (|Pulx — )| + [H(z — )] -
J=1,5#i J=1,5#i

Or, sur [-1,1],on a0 < P, <1et |H| <1. On en déduit que
[Fen(@) = fe(@)] < 36
Ceci étant vrai pour tout i, on a a ’aide de ce qui précéde
Vo € [=1,1], [Fon(z) — fo(2)| < 3¢

et enfin

¥z € [-1,1], |f(z) - Fon(2)] < 4c]

Ceci donne le résultat en changeant ¢ et e/4.
Quatriéme partie

13. (a) La matrice X,, est symétrique réelle donc diagonalisable. On en déduit que

SP(XS) - {()‘kvmk)a (Avmk) € Sp(Xn)

Ainsi,
1 k 1 k
Sufi)=— Do Amy=-Tr(Xp)|
(A,mx)€ESP(Xn)
(b) On a
1 2 1 0 2k+1 g
S(fr) = 2—/ 2* /4 —22dx = == 2k cos® 0 (—4sin?0) dh = / cos® 0 (1 — cos? 0) df.
T™J_2 x=2cosf 27 - s 0

|Si k est impair, 3(f) = 0|

Si ‘ k = 2m est pair ‘, on a

S(f1) LA (Wi — Wiys) = 2(2m> _ 1<2m + 2) _

:7r m 2\ m+1




(¢) Pour k =0, on a
lIE‘,(Tr(In)) =1et X(fo) :273X2: 1
n

et
g ((Tr(In))z) —1let (fy) =1

n

donc ’ (Hp) est vérifiee ‘
Pour k =1, comme E(W; ;) =0, on a

CE(Tr(X,) = E (Z V\%) =0 et %(f1) =0

et
1 2 2
SE((r(x)") = E (Te(X
- le(yw )
=1
= ﬁ DEWE)+2 Y E(WiiWy,)
i=1 1<i<j<n
= i +2x0]
1n_d TLS
1
Y]
— 0.

donc ’ (Hy) est vérifiee ‘
Pour £ =2, 0n a

1
E(fg):2><2—§><6:1.

Comme X, est symétrique, Tr(X?) est égale & la somme des carrés des coefficients de X,.

On a donc
2 2
D Wi+ Y W
i=1 1<i<j<n
De 14,
1 1 n(n —1)
“E (Tr(X2)) = — pRARLA) [
n ( r( ")) n? (nJr 2 )
Puis,

(Tr(X2))? = 5 % (81 +252)

20,2
n(n°—1
ol &; est une somme de n? termes de la forme ij et Sy est une somme de %
termes de la forme WﬁjWi,)j, avec (i',7") # (i,j). Par indépendance et le fait que les W, ;

sont identiquement distribuées, on en déduit que

%E ((1e(x2))*) = L

donc ’ (H3) est vérifiee ‘

(nQE(Wﬁl) +n?(n? - 1)) - 1

n—-+4oo

14. On a d’une part

1
Sn(gr,5) = — > mages()
(A,mx)€ESP(Xn)



15.

16.

17.

Sy (for) = 1 Z maA2k.

(A,mx)€Sp(Xn)
Or, on a pour tout z € R, =2 > Bkgk,B(x). De 14,

S"(ka) Z BkSn(gk’B) Z Bkal (Sn(gk B)Zs) :

Par croissance de 'espérance, il vient

E (Sn(for)) > B*eP(S,(gx,8) > €)

et donc

E (Sn(f2r))
eBk i

Comme gy g < gr p pour tout k' > k, on a pour tout k&’ > k,

(S’rl(gk,B) > 8) C (Sn(gk’,B) > 5)-

P(Sn(gk,B) =€) <

Et donc E (S0 (far))
n\J2k’
D’aprés 13. et la formule de Stirling,
2k’ 2
< S(forr) <2 ~  4F
0= 2(far) < (k’) Moteo Al

et donc pour B > 4,

. S(forr)
1
k:’iirkloo B¥
Soit n > 0 fixé. Fixons k' tel que

=0.

E(for)
B =7
Comme EIJI: E (Sp(forr)) = Z(fox), il existe N € N tel que

Vn > N, E(Sn(for)) < X(for) + 1.

On a alors

Vn >N, 0 <P(Sn(gr,B) > ¢) < B S .pr

On a bien montré, en revenant a la définition n-esque de la limite, que

E(fowr) +1 _ E(for) Lo 2n
e~ e

lim P(S,(gk,8) >¢) =0|

n—-+oo

On a

BT. g2 e?

Or, d’aprés (Hy), on a
lim (E((Sn(fr))?) = (B(Sn(fr)))?) = (E(fx))* = (X(fx))* =0

n—-+oo

et donc

lim P(|S,(fx) = E(Sa(fr))] >¢) =0}

n—-+o0o

(a) Soit € > 0 fixé. Grace au théoréme de Weierstrass, il existe un polynoéme P tel que
Vo € [-B, B], |f(z) — P(z)| < /50 et |X(f) — X(P)| < /50.

Pour n € N*, on a

1Su(f) =2()] < \Sn(f)—Sn(P)}+Ign(P)—E(Sn(P))\+|E(5n(P))—2(P)\+IE(P)—E(f)I.
+

< [Sa(f) = Su(P)



10

Comme P est combinaison linéaire de fonctions fi, ’hypothése (Hy) implique que
lim E(S,(P)) = X(P).

n—-+o0o
Il existe donc N tel que pour tout n > N,
150 (f) = (NI < ISn(f) = Su(P)| + [Sn(P) — E(Sn(P))| + 2¢/50.

Puis,
SN =8u(P) = = S ma(f) ~ PO Lgss(N)
:(l)\wmA)GSp(Xn)
+ﬁ Z mA(f(A) = P(A)1z1<5(A)
1 ()\,’mA)GSP(Xn)
= - > maP(W1s(N)
) (A,mx)€Sp(Xn)
Y malf) = PODLa<s()
(A,mx)ESP(Xy,) ]
- SPln) D m() = PO L<a()
(Ama)€Sp(Xn)
De 14,

1
[Sn(f) = Sn(P)] < |Sn(PLipp>5) + > mag/50 = |8, (P15 p)| 4 €/50.
(A,mx)€ESP(Xn)

On a donc
Vn > N, [Sn(f) = SO < [Sn(PLig)s )| + |Su(P) — E(Sa(P))| + 3¢/50.
De 14,
¥n > N, [Su(f) = 2(f)] 2 € = (ISn(PLliz> )| > e/4 ou |S,(P) — E(S,(P))| > ¢/4) .
On a donc
Vi = N, (1S.(f) = 2(f)] 2 €) C (1Sa(PLizp> )l = €/4) U (ISn(P) = E(Sa(P))] = £/4).
Et donc

Vn > N, P(ISu(f) = S(f)| = &) S P(|Sn(Pliysp)| > €/4) + P(|Sn(P) — E(S.(P))| > €/4) |

(b) A l’aide de 16., on montre aisément (laissé au lecteur qui est arrivé au bout de ce corrigé !)
que
lim P(|S,(P) — E(Sn(P))| > ¢/4) = 0.

n—-+oo
Et & l'aide de 15., on montre tout aussi aisément (& nouveau laissé au lecteur...) que
b)

. > _
nETNP(‘Sn(Pl\x|>B)| = 5/4) 0.

Par domination,

lim P(S.(f) - =(f)| > <) = 0]

n—4oo -




