MP 2026 X-ENS Mathématiques B Un corrigé

Préliminaire
1. On reconnait une suite récurrente linéaire d’ordre 2 dont 1’équation caractéristique est : 72 — arr +1 = 0.
Le discriminant vaut A = o — 4.
Si |a| > 2, alors A > 0 et il y a deux racines réelles r; = % et ro = % et il existe A et B € R tels que
Vn e N, u, = Ar} + Bry.
Comme ug =0, on a A+B=0douVn €N, u, = A(r? —r}) et A =uy/(r1 —ra) = 1/VA.

(a—l—m)n—(a— a2—4>n
2n/a? — 4

Si a = 2, alors 1 est racine double donc il existe A et B € R tels que Vn € N, w, = (An+ B)1" = An + B.
donc‘si a =2, alors Vn € N, u, = n‘
Si o = —2, alors —1 est racine double donc il existe A et B € R tels que Vn € N, u,, = (An + B)(-1)".

donc [si |a] > 2, alors Vn € N, u,, =

donc ‘si a=-2 alorsVn € N, u, = —(—1)”n‘

Si |a| < 2, alors il y a deux racines complexes non réelles conjuguées : r et 7 en choisissant Im(r) > 0.
Par relation coefficients racines, on a |r|? = 77 = 1.

On peut donc écrire r = el avec § €]0,7[ et on a a = r +7 = 2cos(6).

On a alors 6 = arccos(/2) et 'existence de A et B € R tels que Vn € N, u, = 1" (A cos(nf) + Bsin(n#))
sin(nf)
sin(6)

Toutefois vu la question 5¢), la réponse attendue (calcul analogue au cas |a| > 2) est sans doute

(a-i—i 4—a2>n—(a—i 4—a2>n

donc [si || < 2, alors en notant § = arccos(«/2), on a Vn € N, u, =

si |a| < 2, alors Vn € N, u,, =

2niv4 — o?
Premiére Partie
. k . .
2. On note pour n € N*, §,, = — Z f | —]. Comme f est continue sur [0, 1], alors avec les sommes de Riemann,
gyt n
onaSn——%/fpulsvn—SnH— /f
n—-+0o n n—-+0o0o

Soit € > 0. La fonction f est continue sur le segment [0, 1] donc y est uniformément continue selon Heine.
Cela nous fournit o > 0, tel que Vz,y € [0,1], |z —y| < a = |f(z) — f(y)| < e.

Soit n € N*. On a
% s 2k
2n 2n+1
2k 2k 2k 1 1

- - < t 0
om  2n+l 20@n+l) S2m+1 2nt1 noteo

1Sn — wn| =

iéf@) _Zf(2n+1)| )

k:l

or Vk € [1,n], 0 <

1 1<
On dispose alors de N € N* tel que Vn > N, ——— < a douVn >N, |S,, —w,| < — ZE.
2n+1 n

AinsiVe >0, INeN*, Vvne N, n >N = |S,, —w,| < ¢
On a donc montré |S,, — wy| — 0 et comme (S,,) converge alors (w,) aussi et vers la méme limite.
n—-—+0o0

Ainsi |les suites (vp),5; et (wn), 5, convergent vers la méme limite / f
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3a. La fonction z —

Quand z — 27,
De plus V4 — 22 =

or r +—r

Ainsi z —

f(z)
Va—22

(2- )

f()
Via?

f(z)

est intégrable en 2~

est continue sur | — 2, 2.
on a f(x) — f(2) par continuité de f donc f(z) = O(1).
V242 -vV2—1~2(2—2)2 ainsi

——~775 est intégrable en 2 car 1/2 < 1.

et de maniére analogue intégrable en —27.

D’oti la fonction x +— 2z est intégrable sur 1—2,2[.

Ainsi ‘1 intégrale I(f) est absolument convergente donc convergente‘

On effectue alors le changement de variable z = 2 005(9) de = -2 sin(@)d@.
Or pour 0 €]0, [, on a sin(#) > 0 donc (—

1)dg =

2\/1 cos2 \/4 $2

! / 2 cos(#)dd = [2sin(0)]5=F = 0

Ainsi |1 / f(2cos(6 / f(2cos(6
3b. On a I(fo)—jr/o 100 =1 et 1 () = [
ot I(fg):i/oﬂzlcosz(e)dﬂzi/oﬂ(1+cos(29))d9:2

3c. Soit n € N. A l'aide d’une intégration par parties on a

7T (frpo) = 272 /07T cos(f) cos" 1 (0))dg = 22 [sin(6) cos”“(ﬂ))]

et comme sin? = 1 — cos?

On a alors la relation de récurrence

Par récurrence immédiate, on a alors ‘Vp €N, I(fopt1) =0 ‘ car I(f1) = 0 selon 3b.

2p—1
Pour p € N*, on obtient I(fy,) =4 P

Ainsi

uhw=4p@1mm )(h%—ﬂC@y

, alors 7l (fry2) =

vn € N, I(fns2)

0=

(n+ 1) (221 (fn) — I(fut2)).

=421

Vp € N,

I (f2p) =

I(fop—2). Ainsi avec 3b

=1
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MP 2026 X-ENS Mathématiques B Un corrigé
4a. Remarque : que 3a est valable pour une fonction continue par morceaux en mettant sous le tapis le changement
de variable hors programme qui reste valable car C' strictement monotone.
On considére la fonction g : 6 — f (2cos(#)) définie et continue sur [0, 7].

Soit n € N*. Comme la variable aléatoire f <2 cos <ZE’1L>> =y (ZH’{) prend un nombre fini de valeurs, elle

est d’espérance finie et selon la formule de transfert

o7 (2o (72))) = Xr =m0 () = 1 0 ()

Or la fonction ¢ — g(7t) est continue sur [0, 1].

1
Ainsi selon 3a (avec (v,)), on a E <f (2 cos (7331))) e /0 g(mt)dt.

Par changement de variable § = nt; df = ndt, on a

1 1 g 1 ™
/0 g(mt)dt = 7T/0 g(0)do = W/o f(2cos(6))do =1(f)

U, 1 (2 f(x)
Selon 3a, on a alors | <f <2 cos (n n 1))) ot T /_2 Vi

[—2,2] — R
: B s ) LS
4b. Soit y € [-2,2]. On considére f : SN 0 siz>y .
1 siz<y
Soit n € N*. La variable aléatoire f (2 cos (gg’{)) est la fonction caractéristique de I’événement (2 cos (Z[i’ll) < y).
D’ou P (2(308 (ZE’{) < y) =K (f (2005 (ZE’{)))
[0,7] — R

On considére g : 6 — f (2cos(f)) et en posant § = arccos(y/2),ona g : 0 {() sif<p

1 sif>p

Ainsi g est continue par morceaux sur [0, 7], le résultat sur les rectangles de Riemann restent valables pour
les fonctions continues par morceaux sur [0, 1]. Comme en 4a, en appliquant 3a qui reste valable, on a

TrUn 1 B/m 1 1
P <2 cos <> < y) — [ g(mt)dt = / 0dt +/ 1dt = — (7 — )
n+ 1 0 0 B

n—-+00 I e

comme l'intégrale est convergente et arccos est continue sur [—1,1], on a

dr = [— arccos (f)r:y = —arccos (%) + arccos (—1)=n—f3

2 r——2

Y 1
/_2 VA4 — 22

i t d 1 P(2cos (70 ) <) —— 1u/y1d
Ce qul perme € conclure que COS — x
b q nt1) V) o 7 Va2

Deuxiéme partie

5a. On a | x2(X) = zgl ;(1 = X2 — 1 donc Sp (Ts) = {(~1,1),(1,1)}
et en développant par rapport a la premiére colonne, on a :
X =1 0 10
X3(X) =-1 X -1 :XXQ(X)—(—l) 1 X :X3—2X
0 -1 X

donc | x3(X) = X? — 2X puis Sp (T3) = {(—v/2,1),(0,1), (v2,1)}
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5b. Soit n > 4. En développant par rapport & la premiére colonne, on a :

-1 0 0 ... ... 0
X -1 0 ... 0
1 X -1
-1 X -1 : .
xnX)=1l0 -1 X . 0|=Xxn1(X)+ .
: U | . S
0 ... 0 -1 X : oo 1
0 ... .. 0 -1 X|

En développant selon la premiére ligne, on obtient ‘ Xn(X) = Xxn-1(X) — xn—2(X) ‘

5c. On attribue alors la valeur x1(X) = X de fagon a avoir Vn > 3, xn(X) = Xxn-1(X) — xn—2(X).
En reprenant la suite (u,) de la question 1, il s’agit d’établir Vn > 1, xp(a) = up41.

Les deux suites vérifient la méme relation de récurrence linéaire d’ordre 2

Vn

WV

3 Un+1 = QUp — Up—1
7 Xn(a) = O‘anl(a) - anQ(Ol)

et mémes conditions initiales : us = au; —ug = a = x1(a) et uz = aug —u; = a® — 1 = xz(a).
Les suites (un+1),5; €t (xn(@)),; sont donc égales.

n+1 n+1
1 <a+i\/4—a2> _(a—i\/4—a2>

En particulier |Vn > 2, xp(a) = upy1 =

iv4 — a? 2 92
5d. Pour a et b € C et p € N*, on a selon la formule du bindéme :

P n+1 o
§ : k k § : k _ § : k k 2 : 2j4+1 _p—25—1
(@+0)"~{a -0y ()bp () flart =2 <>bﬂ 2j0 <%+ijap]

=0 0<k‘<p
k impair

L(p—1)/2]
: (a+b)f —(a—-b" 1 D 2 p—2j—1
Si b # 0 alors 50 = 51 g . 9 +1 b a .

Soit @« €] — 2,2[. En lappliquant aa =a et b=ivV4d—a? et p=n-+1,o0n a

[n/2]
1 n+1 Y
Xn(a):27n Z <2j+1) (4—@2)]05 27
7=0

Comme deux polynoémes qui coincident sur un ensemble infini sont égaux, alors on a

[n/2]
1 n+1 NI ~n—2j
Xn(X)—27LE <2j+1>(4—X)X J
7=0

J .
or Vj € [0, |n/2]], (4 — X2)? X"~ %——E:(é)4W—JV;EX”QT”U_”.Amﬁ
k=0

| 2 j ' [n/2] [|n/2] D1\ [ ' <\ 12k
insi [xa(%) = 5 3° 3 (D)2 = S0 (S () (D) v (5)

k=0 \ j=k

Remarque : x,,(X) est de degré n et de méme parité que n.
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6. Soit n>2et k € [1,n]. On pose § = % et a = 2cos (%) = 2cos(0).

Comme 0 < 6 < 7, on a sm(9) > O et \a\ < 2, on peut donc appliquer 5c.
On a alors ¥ 4 a” = /sin?(#) = sin(#). Ainsi

n41 n+1 N 9\
)= a+ivi—a?\"" fa-ivi—a?\"\ ()" - ()"

donc selon Euler :
_ 2isin((n+1)0)  sin (k)

Xn(a) - 2 Sin(g) o sin(G)

=0

Comme cos est strictement décroissante sur ]0,7[, on a trouvé n racines distinctes du polynoéme x,, qui est
de degré n.

On peut conclure que | Sp(T,,) = {(2 cos (f—_&) ,1) |k e [1,n] }
7. Par définition et selon 5d, on a

ST=t Y m =307 (2o ()

(Amx)eSp(Tn) k=1

En utilisant 2 avec la fonction continue sur [0,1] : ¢t — f (2cos (t7)) puis 3a, on a

lim Sy (T / f(2cos(mt)) t:i/ﬂf@cos(@))dﬂzl(f)
0

n—-+0o00

————dx

on peut conclure que | lim Sy (

n—-+o0 / V4 — 1'2
8a. On a Ty(a,b,c) = al, + Tp(0,b,c) donc X, (a,p,c)(X) = det (X — a)l, — Tr(0,b,¢)) = X1, (0,p,c) (X — @). Ainsi

[P (Tu(a,b,¢)) = {(A +a,ma) [(A,ma) € Sp (Tn(0,b,¢))}]

8b. Si c =0 alors
Sp (Tn(aa b, C)) = Sp (Tn(aa b, 0)) = {(a’ n)} =Sp (Tn(aa 0, 1)) = Sp (Tn(a7 be, 1))

Dans le cas ou ¢ # 0.
Je note t 'endomorphisme canoniquement associé¢ a T,,(0,b,¢) et e = (e;)1<i<n la base canonique de R™.

Je pose également ey = e,11 = 0 et pour i € [0,n + 1], je note g; = c’e; et € = (&;)1<i<n ; de sorte que € soit
une base de R".

Soit ¢ € [1,n], on a alors t(e;) = be;—1 + cej+1 donc
t(&') = Cit(ei) = Cib€i71 + Ci+16i+1 = Cb5i71 + Ei+1

Ainsi Mat.(t) = T,,(0,bc, 1) or Mat,(t) = T, (0, b, c)
donc les matrices T, (0, bc, 1) et T,,(0,b, ¢) sont semblables donc ont méme spectre. Avec 8a, on a

ISP (Tu(a,b,¢)) = {(A+a,my) | (A, my) € Sp(Tn(0,bc, 1)) }|
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8c. On suppose be > 0. On remarque que T,, = T,,(0,1,1) et ainsi T,,(0,b,b) = bT,,.
Par conséquent comme b # 0, alors avec 6, on a

S0 (T0(0,5.0) = (62 m) | ) € 8 (7)) = { (2cos (571 ) 1) 1 [l |

De plus a laide de 8b, (bc = vbe x v/bc) on remarque que

Sp (T,(0,be, 1)) = Sp (Tn(o, Ve, \/%)) - {(2\/&05; (’f) ,1) ke [[1,n]]}

n+1

k
On peut conclure avec 8a et 8b : | Sp (Ty,(a,b,c)) = {(a + 2vbccos (:1) ,1) |k € [1,n] }
n

9a. Soit n > 2. On a Sp (T, (a,b,c)) = {(a + \/%)\,mg | (A\,my) € Sp (Tn)}

On note la fonction g : . — f (a + \/%.%) de sorte que g est continue sur R et Sy (T, (a,b,c)) = Sy (Ty)

1/2 f(a—i—\/%x)

dx

1/29(@@_ Flarveer)
n—00 T J_ 94— x? o _9 4 — 2

9b. Soit n > 2. Avec 8c, on a

inls) = {1 € L

Alors avec 7, on a| lim Sy (T, (a,b,c)) =

km km y—a
2Vb T Y <yl =ken,n] |2 <
a-+ ccos<n+1> y}' H el n]]‘ COS(n—i—l) > H

. Yy—a < 1
Si < —2 cest a dire y < a — 2V bc alors =0.
Si L% > 9 cest a dire y = a+ 2vbc alors g (y) = n.
vbe
On suppose que y € }a — 2vbe,a + 2V bc[ de sorte que —2 < y\/_bfl < 2.
C

On note ¢, (y) = Hk € [1,n] | 2c0s (477) < %} . Ainsi ¢, (y) < ga(y) < d(y) + 1.

De plus comme U,, suit la loi uniforme sur [1,n] de cardinal n, on a

U y—a
' (y) = nP ( 2cos [ —2
i) =P (208 (05 ) < 120

Ainsi en utilisant 4b, on a

_ (y—a)/Vbc
P<2008<7TUn> < Y a> 1/ #dx
n+1 Vbe ) n=too T, a4 — 2

(yfa)/\/% z=(y—a)/Vbc _
OI' / #dx = |:— arccos (E):| (y )/ = T — arccos <ya> > 0.
2 2

_9 a4 — 2 z——2 be
Or V0 € [0, 7], cos(m — 0) = — cos(#). Ainsi quand n — +00, on a

n y—a
%xy)mfﬁammos<—)ﬁdl+q;@)

2vbc
0 siy<a-— 2v/be
On peut alors conclure que | ¢, (y) ~ n siy > a+2vbe
n—-+oo —
? arceos (a y> si |y —al < 2vbe
7T 2vbe
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Troisiéme partie
10a. Soit x € [O, %} et n € N*. OnaVz € [0,x], 0 <1—x"<1—2" <1 donc par croissance de ¢ — 2" sur R,
VneN* Vze[0,k], 0<1—Quz)<1—(1-r™*

Or quand n — 400, 2"In (1 — k™) ~ — (2k)" — 0 donc par continuité de exp

1-(1-k")"" =1—exp(2"In(1—&")) —— 0

——+o00

donc | (Qn), 5 converge uniformément vers z +— 1 sur [0, &]

De méme quand n — +o00, on a 2"In (1 — (1 — k)") ~ — (2(1 — k))" — —o0 ainsi

VneN Vee[l—r1], 0< Quz) <A —(1—-r)™* et (1—(1—r)"> ——0

n——+00
donc | (Qn),,»( converge uniformément vers z +— 0 sur [1 — &, 1]
10b. Soit  €]0,1]. On pose k = 1;277 de sorte que 0 < Kk < % et
1-— 1-— 1-— 1
Vee[-1L1, z<—-n=12> 2x>Tn:1—/<a et z>n=0< 2m<¥:n

Soit € > 0. La question 10a nous fournit N; et No € N* tels que :

Vn = Ny, Vt € [0,k], |Qn(t) — 1] <eetVn =Ny, Vte[l—r,1], |Qun(t) <e
Comme Vn € N, P, = Q,, ((1 — X)/2), alors en prenant N = max(N,N3), on a
Vn >N, Ve en, 1], |Pp(z) — 1| <ecetVn >N, Vz € [-1,—n[, |[Pp(x)] <e

On a ainsi montré

Ve >0, IN e N, Vz € [-1,1]\[-n,7n], Vn = N, |H(z) — Py(x)| < ¢

c’est & dire | la suite (Py),-o converge uniformément vers H sur [—1, 1]\[-n, 1]

11. f est continue sur le segment [—1, 1] donc y est uniformément continue. On dispose alors de « > 0 tel que
V:c,y € [_1a1]7 ‘.Z'—y‘ Sa= ‘f(x) _f(y)‘ S€

2

N+1

De plus comme 2/(p + 1) 4+> 0, on dispose d'un entier N > 1 tel que < a.
p—>+00

27
On pose alors pour 7 € [O,N+ 1], ¢; = -1+ N+l de sorte que
—l=c<ag<c<---<cen<enyr=1 et ViG[[O,N]],O<Ci+1*CZ'<Oé
On a alors construit une subdivision réguliére de [—1,1] de pas < «
On pose alors pour ¢ € [1,N], a; = f (¢;) — f (ci—1) ainsi a; € [—€,¢] car 0 < ¢; — ¢j—1 < a et

J
vj € [0,N], Z‘“ j—ci) =Y (f (i) = fleia))-1+ Z (ci-1))-0 = f(¢;) = f(=1) = [ (¢))

i=1 i=j+1

Soit z € [—1,1[. On dispose d’un unique j € [0,N] tel que x € [¢j,cj+1] et ainsi 0 <z —¢j < o
N

Or la fonction ¢ Z a;H (t — ¢;) est constante sur [¢j, ¢jq1[. Ainsi
i=1

N
=Y aH@—c)| =|f(@)— f(g)<e
=1
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De plus
N N
F) = aH(1—¢)| = ‘f(l) =Y ai| = f(exg1) = fex)| <€
i=1 =1
Ainsi il existe un entier N > 1, des réels —1 < ¢; < ca < ---<ex < let (a,...,an) € [—¢,¢]N tels que

<e

Vr e [-1,1], ‘ Zaz (x — )

12. On considére dans un premier temps que f(—1) = 0.
On reprend o > 0 de la question précédente, N € N* et la subdivision réguliere (c;)oc;cnyy de [—1,1] de

E a;H (x — ¢)

On pose = (¢1 — ¢p)/3 de sorte que 0 < n < 1 et les 1ntervalles [¢i —n, ¢; + n] solent deux a deux disjoints.

pas < « et les a; € [—¢, €] tels que Vo € [—1,1], <e.

Selon 10, (P;,) converge uniformément uniformément vers H sur [—1, 1]\[—7, 5], on dispose alors de n € N tel

que
1
vt & [=1 1\ [=n,m) [H(E) = Pa(t)] <
N
Comme préconisé, on pose alors le polynéme F(X) = Z a;Pp (X — ¢;) et par inégalité triangulaire
i=1
N N
Vo€ [-1,1), 1f(@) — F@) < 3 lail - [H (@ — ) — Pu (2 — ) +2 <= (1 £S5 (@ =) — Py o — >>
i=1 =1

Soit z € [—1,1].
Si il existe (unique) j € [1,n] tel que x € [¢; —n,¢; + 1], alors Vi € [1,n]\{j}, x — ¢; € [-1,1]\[-n, 7].
Alors dans ce cas

f@) ~ F(a)| <e 1+Z +H(z — )~ Pa (@ — )| | Se@+[H(z— )| + [P (@ — ;)
1753

Soit t € [-1,1]. ona 0 < (1 —¢)/2 < 1 ainsi P, (t) = Q, (1 —¢)/2) € [0,1].
donc |Py, (z — ¢j)| < 1et [H(z —¢;)| <1 par construction de H.
Ainsi dans ce cas |f(z) — F(x)| < 4e.
SiVje[l,n], z &[c; —n,c¢j+nl, alors de méme |f(z) — F(z)| < 2e.
En travaillant avec e’ = ¢/4, on a ¢’ > 0 et on peut a 'aide d’une construction analogue, obtenir un polynéme
G tel que
voel-11), |f(x) - G) <e

On s’intéresse au cas général (f(—1) éventuellement non nul). On pose g : x — f(z) — f(—1).
1

(

1] et g(—1) = 0, alors on obtient un polynéme G tel que
Vo€ [11], |g(e) - Ga)| <<

On pose alors le polynéme P = G(X) + f(—1)

de sorte que ‘P € R[X] vérifiant Vo € [-1,1], |f(z) —P(z)] < 5‘

Comme g est continue sur [—1,
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Quatriéme partie

13a.

13b.

13c.

Soit w € Q. On note M = X, (w) de sorte que Tr (X¥) (w) = Tr (MF) et S, (fx) = % Z maAF.
(Amx)€Sp(M)

On remarque que M est symétrique réelle. Ainsi le théoréme spectral nous fournit P € Q(n) et : Ay,..., A\,

valeurs propres de M tel que M = Pdiag (Aq,...,\,) P71

Alors MF = Pdiag ()\]f, cees )\f;) P! et la trace étant un invariant de similitude, on a

Tr (Xﬁ) (w) = Tr (M’f) - Zn: M= ST ma = a8, (i) W)
=1

(A;mx)€Sp(M)

Ainsi on a bien égalité des variables aléatoires | S, (f;) = 1 Tr (X¥)
Soit £ € N. On a

() =10 = = [ 22 = [ v =am gy

CJA— 2
) —x
Si k est impair, alors k + 2 aussi et on a X (fk) = 0 selon 3c.
Si k est pair, on peut écrire k =2p et k+2 =2(p+ 1) avec p € N. Alors avec 3¢, on a

X 2_
3 (fap) = 41 (fop) = I (fa(pr1)) = % <4<2p> - (2p+ 2)) _ Gt x (4 + 17— 2+ 2)2p + 1))

p p+l 2((p+1)H?
donc
_ @)t x(@p+2)-@p+1) 1 (2
) = ) ~1(7)
0 si k est impair
- k
Ainsi | X (fx) = <k/2> 1 | |
Y = L+ 5/2)! % (k/2)! si k est pair
0! .
Pour k£ =0, on a Tr ((Xn)o) =Tr(I,) =net X(fo) = 15 0/2) % (0/2)] =1 Ainsi

lim LE (Tr ((Xn)())) —1=%(fy) et lim ~E (Tr ((Xn)0)2> —1=%(f)? (H)

n—+oo n n——+oo N2

Pour k=1, ona X (f;) =0 et Tr ((Xn)1> - zn:(xn)m - \/1% zn:w done

i=1

e (1 () = 5 B

On remarque si Y € L? est centrée alors V(Y) = E (Y ) E(Y)’?=E (Y?).
Ainsi par indépendance des W;; et car VE € N, V1 <7 < j < n, Wk €L ona:

E (Tr ((Xn)1>2) =V <\/15 iw) - iZV(Wi’i) = i;E (W2

=1 =1
donc
2
i 2 (o) <0500 @t e (1)) < Leo-sir
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2!
(142/2)! x (2/2)!
Soit M € S,,(R). En reconnaissant le produit scalaire usuel sur M, (R), on a

Tr (M) =Tr (M'M) = > M2,

1<i,5<n

1.

Pour k =2, 0n a X (f) =

Ainsi en notant W;; = W, ; pour 1 < j <4, on a

E(Tr (%)) =E( Y X% :% 3 E(sz):% Y 1=n

I<i,j<n I<ij<n I<i,j<n
2 2
2 n
2 2 2 2
et n? Tr ((Xn) > =n? g Xii| = g Wi, +2 g W7, | donc
1<i,j<n i=1 1<i<j<n

n?Tr((Xn)Q)zZZW;{Z-Jr SOWEWE 44 > WILWR 4 Y WE W
=1

1<i#j<n 1<i<j<n m=11<i<j<n
1<k<t<n

Onak (Z W§i> => E(W},) =nE(W},).
i—1 i=1
Par linéarité et indépendance des Wi ; et W%,e pour (i,j) # (k,1), selon le lemme des koalas :

Bl Y WLWL = > E(WH)EWS)= > 1=n'-n

1<i#j<n 1<i#j<n 1<i#j<n

n

- = TL2TL—
B S WAL =Y S EWR)EMW) =Y S 1=

m=11<i1<j<n m=11<i<j<n m=11<i<j<n
enfin
nin—1) (n(n—1)

Bl ¥ owiwh |- X EWhEWE)+ 3 E(wh) =" (MU iy

1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<j<n

1<k<t<n 1<k<t<n

(4,5)7#(k,£)

d’ou

n’E <Tr ((Xn)2)2> _E(Wh,) 402 —ng D) rn D) (”(”2 D 14k (wil)>

2 2
et ainsi ,
e (1 (0?)) o o
donc
Lo (x)) =1 =m0 @ L)) <1 omt o

On a vérifié que ‘ (Hg) est vraie, pour tout 0 < k < 2‘
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14. Soit € > 0.

Comme gy g est & valeurs positives, Sy, (gxB) = S (gx,B) (X5,) aussi alors selon Markov, on a dans [0, +o0] :

P (S (k) =€) < W

0 < 2%k /BF i|lz] <B
7%(&:) car gk’B( ) = { v/ si |2 donc

J
Or Vz € R, ) <
98(?) < gy |z < 2% /BF i |z| > B

0<Sum) = Y mgmy< Y w2 S

B* Bk
(A,mx)€ESp(Xn) (A,;mx)ESP(Xn)

1
or selon 13, Sy, (far) = — Tr (X}) € L' car les WY, € L! et sont indépendantes.
n 2

(Sn (for))

Par linéarité et croissance de I'espérance, on a [P (S, (gxB) =€) < B
€

15. Soit k € N. Soit n € N*. On considére un m € N tel que m > k.
Comme B > 1, on a pour tout x € R, si |z| > B alors
geB(T) = z|F < |z|™ = gm.B(x) et sinon g g(z) = 0 = gm ()
Ainsi g; B < gm,B €t comme en 14, on a S, (9x,B) < Sn (9m,B)-
Par conséquent :
(Sn (9k,B) =€) C (Sn (9m,B) =€)

Avec 14, on a alors

P (Sn (9k,8) =€) <P (Sn (gmp) =€) <

Or a l'aide de 13a et de I'hypothése (Hap,), on a

0, EGa () _ E(T(50™)) 5 (fom)

eB™ neB™ n—+oo  eB™

Selon Stirling et comme B > 4, on a quand m — 400, avec 13(b)

S(fom) _ (2m)! Varm <2£n>2’” (£)" ﬁ;w (;)m 0

eBm m! - (m+ 1)leB™ - 2rm(m + 1)BM m

Soit 1 > 0. On dispose alors de m > k tel que

by (f2m)
eB™

<n/2<n

Alors selon (©), par relévement des inégalités, on peut conclure que I'on dispose de N € N tel que

N, E (Sn (me)) <

Vn >
" eB™

On a alors établi :
Vn >0, INeEN, Vn 2N, 0<P (S, (gkB) =€) <1

Autrement dit : | lim P (S, (gx,B) =€) =0

n—-4o0o
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16. Comme en 13c, on a S, (f) € L2, alors selon Pafnouti et Jules-Irénée, on a

17a.

17b.

£2

P (ISn (fi) = E(Sn ()| = €) <

Avec Huygens et selon 13a, on a :

V(8 () = B (84 (1)) ~ (S (50)° = 5 (o (X’f)Q) (22 (1 (x2)))

Alors selon I'hypothése (Hy), on a V (S, (fx)) e S (i) -2 (fe) =

2

Par théoréme d’encadrement, on peut conclure que hrf P(|Sn (fx) —E(Sn (fr))| =€) =0.
n—-+0o0

On sait (théoréme de Weierstrass) qu’il existe un polynome P tel que || f — P[5 p] < §. Pour ce polynome

P,on a
2 e
2() = 2P < 57 [ 17(@) ~ P@Vi— e < S2(0) = §

mais aussi (f prenant des valeurs nulles hors de [—B, B])

1 € €
1Sa(f) = Su(Plz<p)l < > malf)—PO)| < o > oma< 3
(A,my)€ESP(Xn) (A,my)€ESp(Xn)
[AI<B [AI<B

Par ailleurs, en combinant linéairement les relations de 13(a) et avec les hypothéses (Hy), on a
lim_E(S,(P) = S(P)
et ce qui nous fournit N € N tel que
vn >N, [E(Sq(P) - Z(P)| < 7
On a ainsi (puisque S, (P1j;<g) + Sn(P1jy>8) = Sn(P) et par inégalité triangulaire)
USn(f) =2 Z2) < (ISa(f) = Sn(PLgi<p)| + [Sn(P) — E(P)]
F[5n(PLizsp)| + [5(P) = X(f)] > €)
e (18u0) = SO+ 18,(PLo) > )
et pour n > N, comme [S,(P) — X(P)| < [S,(P) — E(Sn(P))| + £, alors
(182(5) = SN2 2) € (194(P) ~ E(Sa(P))] +Su(PLsom)| > © )
¢ (180(P) ~ESa(P)I > 7) U (80(PLupon) > 7))

Il suffit de passer aux probabilités pour conclure que (pour n > N)

B(ISa(£) = Z(F)| > &) <P (|Sa(P) = ESa(P)| > =) +P (1S0(PLpsn)| > )

Il nous suffit de montrer que les deux termes du membre de droite sont de limite nulle quand n — +oo (pour
un P désormais fixé).

Les questions 15 et 16 montrent le résultat quand P est un monome. Il n’est alors pas difficile de conclure (en
combinant linéairement) dans le cas général.

lim P(|Sa(f) - E(f)[ =€) =0

n—-+oo
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