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Premiere partie

1. Soienth > 0et A € [0,1]. Par convexité de g, on a
glx —Ah) = g(A(x —h) + (1 = A)x) < Ag(x —h) + (1 = A)g(x).
Par suite, pour A €]0,1],

glx —Ah) —g(x) _ glx—h) —g(x)
Al = h '

Enfin, en faisant tendre A vers 0" dans la derniére inégalité ci-dessus tout en
tenant compte du développement limté suivant

g(x — Ah) = g(x) — Ahg'(x) +0(A)(A — 0),

on obtient

—¢'x) < glx— h})l —g(x),
ou encore

8(x) — i(x =M < o).

De surcroit, on a, par convexité de g,

gx+Ah) =gAM(x+h)+(1—A)x) <Ag(x+h)+ (1 —A)g(x).
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Le méme raisonnement déployé ci-haut fournit

¢l < SN =)

d’ou I'inégalité escomptée.

2. Soient (x,y,A) € R? x [0,1] et n € IN. Par convexité des fonction f,;, on a

fa(Ax+ (1= A)y) < Afa(x) + (1 =2A)fuly),

en faisant tendre n vers +oo tout en gardant en mémoire la convergence simple de
(fu)nen vers f, on obtient

fAx+ (1 =A)y) <Af(x) + (1 =A)f(y),

d’ot1 la convexité de la fonction f.

1
fu(x) = \/x2+ﬁ, x € R,n € N*.

Chaque f, est indéfiniment dérivable et on a f;/(x) =

3. Posons

1
n(x2+ %)3 /2
est convexe. En outre, (f,) converge simplement sur R vers la fonction f : x — |x]|
mais f n’est pas dérivable sur RR car elle ne I’est pas 0.

> 0 donc f,

On peut aussi donner le contre exemple suivant
X
an(x) = / arctan(nt)dt, x € R,n € N.
0

On vérifie aisément que g, est deux fois dérivable et ¢/, > 0 donc g, est convexe,
. : T

de plus, par le TCD, (g1)nenN converge simplement vers la fonction g : x +— > |x|

qui est manifestement non dérivable sur IR.

4. Soientn € IN, h > 0 et x un point de dérivabilité de x.
La question 1 fournit 1'inégalité suivante

fn(x) _£n<x_h) < fi(x) < fn(x+h})l_fn(x).

Par ailleurs,

fulx+h) = fulx)  flx+h)—fx)

h n—4-00 h

fu(x) = fulx —h) N f(x) = f(x—h)
p .

et
n—-+oo h

Soit € > 0, par la définition de la limite, il existe N € IN tel que, pour tout n > N,

folx+h) = fulx) _ fx+h) = f(x) o Sn0) = falx—h) _ f(x) = f(x—h)
h - h h - h

+e e —&.

Par suite, pour toutn > N,
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De surcroit,

Fath) = f() | e o SO-famm) o

h h—0+ h h—0+

d’ot, par définition de la limite, il existe 7 > Otel quesi0 < h < 7,

AW =S < piyye o LTSN 5 iy

Il en résulte que, sin > N,

f(x) —2e < fi(x) < f'(x) + 2,

d’ou
V=N, [fi(x) - f(x)] < 2e.

Ceci permet de conclure que

lim f;(x) = f'(x).

n—r+o0

5. Rappelons que la matrice Hessienne de g en un point quelconque x € R est

82g
Ho(x) = ( ) .
8 axiaxj 1<ij<d

Comme la fonction g est de classe C2 sur RY, le théoreme de Schwarz affirme que,

?g %

.. 2
V(i j) € [1,4]%, 0x;0X; o axjax,-’

d’ott la matrice Hy(x) est symétrique pour tout x € RY.

Soient x, u € R avec u = (uy, ..., uy) et posons @(t) = g(x + tu) pour tout t € R.
La fonction © est, par composition, de classe C? sur R. En outre, par convexité de
g,siA €[0,1] et (t,t) € R?,

OA1+ (1 —-A)tp) =gAMx+tu)+(1—A)(x+ Hu)) < AO(t) + (1 — A)O(ty).

On en déduit que O est convexe.
Les regle de dérivation le long d"un arc donnent

Par conséquent,
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Il s’ensuit que
" 4, g aZg T
©"(0) L. 5 jaxi(x)u]ul u g(x)u

Comme O est convexe, sa dérivée seconde est positive et donc
ulHe(x)u > 0
g il

ce qui montre que la matrice hessienne de g en tout point x € R? est symétrique
positive.

6. Conservons les notations de la question précédente, ainsi, pour tous x, u € RY,
O(t) =g(x+tu), teR.
La fonction © est de classe C? sur R et, par I'identité (%) de la question précédente,
VteR, O(t) =u"Hg(x + tu)u.

Comme la matrice hessienne de g en tout point de R? est symétrique positive, on
a ©" est positive et donc © est convexe sur R. Il en découle que

VA € [0,1],V(t1, 1) € R?, O(At; + (1 —A)tp) < AO(H) + (1 — 1)O(ty).
En écrivant x = Ax + (1 — A)x, on déduit
SA(x+tu)+ (1 —=A)(x+tu)) < Ag(x+ Hu) + (1 —A)g(x + tau).

En choisissant t; = 0, t = 1 et en considérant le vecteur u — x a la place de u, on
obtient
gAx+ (1 —=2M)u) < Ag(x) + (1 —A)g(u),

la convexité de la fonction g est alors manifeste.

7. Notons d’abord que la variable aléatoire !X

rance finie et, par le théoréme de Transfert

est finie donc elle admet une espé-

E(e)“X) = 2 €/\1x1+"'/\dde(X1 = X1, .ees Xd = xd).
(xl,...,xd)GX(Q)

Par ailleurs, pour tout (xq, ..., x5) € X(Q), I'application A — A1xq + ..A x  est
linéaire donc de classe C*, en particulier C? sur R et comme 1’application ¢ + ef
est de classe C? sur R, alors par composition et sommation finie, ¢ est de classe C?
sur R%.

Soienti,j € {1,..,d} et A € R%.

Les regles de dérivation usuelles donnent

Z /\i€A1x1+"'Adde(X1 = X1, eees Xd = xd)

E(eA.X) ’
cette expression peut étre réecrite, grace au théoreme de Transfert, sous la forme

9\ _ E(Xie)
Y RN
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En dérivant cette derniere expressions par rapport a A; et en évoquant encore une
fois le théoreme de Transfert, on obtient immédiatement

82(p o E(XineA'X) E(Xie)"X)E(XjeA'X)
a/\la)\] (A) N E(e)‘-x) B (E(e/\.X))z '

8. Rappelons que la fonction ¢ est de classe C? sur R en vertu de la question précé-
dente. Montrons que sa matrice hessienne en tout point A € R? est symétrique
positive, a cet effet, prenons A € Reetu = (uy, ..., ug) € R?. La matrice hessienne
Hy(A) est symétrique d’apres la question 5 et on a

E(X;Xe*¥) E(X;eMX)E(X et X)
T ! ]

u'Hy(A)u = Z AN j—— ZAA :
i,j=1 e/\X (E(e/\’X))Z

d
Posons S = Z A X;, par linéarité de l'espérance on a
i=1

E(S%MX)  (E( Se)\X)Z
uTH(P(A)u_ E(eA %) — (E(e/\X))Z.

Comme la variable aléatoire X est finie, les variables aléatoires S et e} sont
également finies et 1'inégalité de Cauchy-Schwartz donne

(E(Se/\.X))Z —_ (E(Se)";{ekzx)>2 < E(SzeA'X)E(e)"X),

On en déduit

(E(SeA.X))Z - E(S2eMX)
(E(erX))* — E(eMX)

Il en découle que : uT Hy(A)u > 0 et la matrice Hessienne de ¢ en tout point de
R? est symétrique positive. On conclut par la question 6 que ¢ est convexe.

Deuxieme partie

9. Soienth € Ret N € N*.On a

ZN+1(O/h) = E :exp (HNJrl(O/h/X(N—H)))}

[ N-+1
= E |exp (h ) (Tl')]
i i=1

— E -ehal...eh‘TNH}

= Zn(0,h)E (e’“’NH) ,
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10.

11.

la derniére égalité est jusitifiée par le lemme de coalition : en effet, les variables
aléatoires 0; sont mutuellement indépendantes, 71+~ est une fonction de
01,...,0n et e'7N+1 est une fonction de oy 1, alors €71 +HON et ghN+1 sont indépen-
dants.

Par ailleurs, le théoréme de Transfert fournit

1 1
h(TN+1 h h
E(e )=¢€'-+e 5

On en déduit que : Zny+1(0, 1) = ch(h)Zn(0, k).

On vient de montrer que (Zn(0,%))yepn- st une suite géométrique de raison
ch(h) donc Zy(0,h) = ch(h)N=1Z1(0, ). Comme Z;(0,h) = E(e"1) et que les o;
suivent la méme loi, on trouve : Z1(0,h) = ch(h) et par suite

Zn(0,h) = ch™(h).

= ch(h).

Il en résulte que
Fx(0,h) =1In(ch(h)).

Poir tous B, h € R, on peut écrire

Hn(B,h, XN)) = (B,h).X

avec

N-1 N
X = ( Y 00341 + ono, Z(Ti)

i=1 i=1
et la variable aléatoire X est manifestement a valeurs dans un sous-ensemble fini
de R? car les o; sont finies.

Il en découle que
why_—mE%m(wﬁpQ}

La fonction Fy satisfait alors les mémes conditions que la fonction ¢ de la premiére
partie (avec d = 2), elle est alors convexe en vertu de la question 8.

Le calcul routinier du polyndme caractéristique d"une matrice fournit immédiate-
ment

xa(X) = X2 — (P 4P X 42 — 72 = X2 —2¢Pch(h) X + 2sh(2B).

Le discriminat A’ est
A = e*Pch?(h) — 2sh(2B).

Comme ch(h) > 1,0na
A > e — (2P —e72) =% > 0.
I1 s’ensuit que la matrice A admet deux valeurs propres réelles distinctes

A1 = ePeh(h) — \/e2Bel? () — 2sh(2)
Ay = ePeh(h) + \/e%ch?(h) — 2sh(2p)

Il est clair que A, > A car A’ > 0 et donc A(B, &) = A, est la plus grande valeur
propre de A.
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12. La c’est un cadeau! c’est plutdt une vérification immédiate.

13. On sait que, pour ,j € {1,2},

2 2
[Az]i,]- = Z[A]i,kz donc [Az]i,j = Z [A]; s [A]S,k[A]k,j et par suite, par une
k=1 k,s=1

récurrence immeédiate, on obtient

2
Vn € N*, [An]l',j = Z [A]i,kl [A]klrkz'"[A]kn_l,]"
ki, kp_1=1
Il en résulte que
N 2 2
tr(A ) = Z [A]l,kl [A]kl,kz"'[A]kn,1,1 + Z [A]Z,kl [A]kl,kz'“[A]knfl,Z'
ki,erkp_1=1 ki,kpn_1=1

Par ailleurs, par le théoreme de transfert et la question précédente, on a

1

N_
ZN(;B/h) = E (BUN(Tl H B0i0i+1>

i=1

N-1
= Z By, H BxileP (01 = X1, ON = Xp) .
(x1,...x8)EXN)(Q) i=1

Par indépendance mutuelle des o3,

1
P (0'1 = X1,..,ON = xn) = P(O’l = xl)...P(aN = xn) = 2_N

Finalement, en remarquant que les [A];; sont de la forme By,y,,, on obtient la
formule demandée.

14. Notons d’abord que les deux valeurs propres de la matrice A dans la question 11
sont positives, ceci est clair pour A, = A(B, h) et pour A on a

A1 > ePeh(h) — ePch(h) > 0.
En utilisant la question précédente, on obtient
_ 1 ~Nypo( AN
En(Bh) = —In (z tr(A ))

= —In(2) + %ln (tr(a™))

N
= —In(2) +In(A(B, 1)) +%1“ <1+ (ﬁ) ) '

Comme 0 < 1 — 0 et par conséquent,

1 A
Br) <V ABR) N e

Jim Fy(B,h) = I (A(B, ) — In(2).
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15.

16.

17.

Ona (B,h) + ePch(h) est de classe C® sur R x R come produit de fonctions C*,
il en est de méme pour la fonction (B, 1) — e2Pch?(h) — 2sh(2B) qui est strictement

positive. Par sommation et composition de fonctions de classe C*, on conclut que
(B,h) — A(B,h) est de classe C* sur Ry x R.

On a vu dans la question 10 que Fy est convexe pour tout N € IN* car elle vérifie
les mémes conditions que la fonction ¢ de la premiére partie, en partuculier Fy
est de classe C? sur IR,

Posons, pour > 0 fixé fy(h) = Fy(B, h) pour tout i € R. On voit alors que fy
est dérivable sur IR. En outre, fy est convexe car, pour tous (a,h, 1) € [0,1] € R?,
ona

fu(ah+ (1= ah') = Fy (a(B,h) + (1 = a)(B, ")) < aFn(B 1) + (1= a)En(B, H'),

d’ou

fulah+ (1 —ah’) <afy(h)+ (1 —a)fn ().

De surcroit, la suite de fonctions (fN)Nen+ converge simplement sur R vers la
fonction f : h +— In (A(B, h)) —In(2), ceci étant déja démontré dans la question
14. Enfin, la fonction f est dérivable sur R en raison de la question 15. Toutes ces
conditions réunies permettent d’appliquer le résultat de la question 4 ce qui donne

VheR, fy(h) — f'(h).

N—+o00
Par ailleurs,
) oOF 1 %2N8(B,h) 1 1N
o) = i = T = e (3 B ewtstsn x|

et

D’ou le résultat annoncé.

Remarquons “abord que

gp(h) =1In (ch(h) + \/chz(h) — Zezﬁsh(Zﬁ)) .

Comme

2 %Psh(2f) — 1, y/ch®(h) —1 = |sh(h)]
B—r+c0

et

e, sih>0
ch(h) + fsnil ={ &% =g

Vh e R, h h|,
86(0) = I,

on déduit que

d’ot1 le résultat escompté.
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18. Par un calcul routinier invoquant les regles habituelles de dérivation, on obtient

19.

20.

A | B
VheR, gh(h)= a)il(ﬁ ) _ csh(f)

(B) "~ bk () — 25h(2p)

ou encore
sh(h)
\/chz(h) — 2¢72Bsh(2B)

En profitant des calculs faits dans la question précédente, on obtient

VheR, gh(h) =

h sih >0,
lim gg(h)=¢ 0 sih=0
ﬁ 7
hoes ~h sih>0.

Il s’ensuit que ( g;g) peN+ converge simplement sur R vers la fonction g :— sgn(h).
Cependant, il découle de la question 15 que les g;3 sont continues sur R comme

composées de fonctions continues. Comme la limite simple de (gj) e, a savoir

h — sgn(h) n’est pas continue sur R a cause de sa discontinuité manifeste en 0, la
convergence de (gg)gen ne peut pas étre uniforme.

Troisieme partie

CommetIn(t) — O,ona:(1+x)In(l1+x) — Oet(l—x)In(l—x) — 0.
t—0+ x—(=1)* x—1-
D’ou

D’autre part, la fonction I est continue sur | — 1, 1| comme somme et produit de
fonctions continues, donc I est prolongeable par continuité en 0, ce prolongement
est obtenu en posant I(1) = I(—1) = 0.

Soulignons d’abord qu’on a

Sn(Q) =

N—-2 N—4 —N+2
p 2.

N—2k
N ’ N A N ’ .

0<k< N} = My.
Par suite, si x € R\Sy(Q), P(Sy = x) = 0, etsi x € Sy(Q) alors il existe
k € {0,..,N} tel que x = ——

et seulement si k variables aléatoires choisies parmi les o; prennent toutes la

. L’événnement (Sy = x) est donc réalisé si

valeur —1,ilyena choix possibles de tels variables et les N — k variables

N
k
restantes prennent toutes la valeur 1. Finalement, comme les ¢; sont mutuellement
indépendantes, on déduit que

P(SN = x) = P(SN =
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N(1—x)

k=
comme >

,ona, pour x € Sy(Q),

(2102
N(1—-x)
_ N/

N
21. Par la question précédente, pour tout N € IN* on a

P(Sy = un) = ZLN <N(12—x) )Z!V&N(12+x)>!.

Par application de la formule de Strirling, on obtient I'équivalent suivant de la
quantité P(Sy = uy) pour N assez grand

V2NNNe—N

P(SN = uN) ~

2NV/AN = uy) (M) 7 /ANy (M) T

ceci fournit, apres simplification

P(SN = uN) ~

2 1
2\ N(1—u N(14uy) *
NN(l—MN) (1 _UN) ( 7 N)(1+uN) (J;N)

En notant I'y ’équivalent de P(Sy = uy) ci-haut, on remarque que P(Sy = uy)
et I'y sont strictement positifs et par suite il existe une suite (¢n)n>1 convergente
vers 0 telle que

VN > 1, P(SN = MN) = FNESN.

Il en résulte que

-1 -1 1
En gardant en mémoire la limite : uy N—+> x €] —1,1][, on obtient
— 100
-1 1—x 1+x
1 —_— = = _— —_— pum— "
ngﬂoo N InP(Sy = un) 5 In(1—x)+ 5 In(1+4x) = I(x) +1In(2)!

Sauf erreur de ma part, Il y a le terme In(2) qui manque!!

Remarque : il est naturel de se poser la question d’existence, pour
chaque x €] —1,1], d'une suite de terme général uy € My telle
que (un) converge ves x. En effet, soient "x €] —1,1[ et ky =

{MJ € {0,.., N1, alors

H2) 5 <3 (),

10

N(l*lAN) N(1+IAN) 4
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22.

d’ou

et par suite

Soient B > 0eth € R.Ona
1
G(B,h) = 1 InE <eﬁN5?v+hN5N) .

D’autre part, en posant f(t) = BN +hNt

le théoréeme de Transfert, on obtient

avec t € R et en appliquant

Gn(Bh) = ~InE(f(Sy))

N
1
B ——
XEMy

Comme les termes de la somme définissant E (f(Sy)) sont tous
positifs, on déduit pour tout x € My,

1
Gn(B,h) = In <eﬁNx2+hN"P(SN — x)) ,
Oou encore

Gr(B 1) > B + hx + %mp(sN — ).

Remarque : en gardant 1’expression de I de I'énoncé, le résultat admis
ne semble pas correcte! En effet,

cependant

2(0,0) = sup —I(x)>0 «car —1I(1/2)>0.
xe[—1,1]

Mieux encore, on a pour tout x €] —1,1]

11
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23.

24.

oo 1o (14x\ 1 (1-x b1
I(x)—zln 5 2ln 5 et I(x)—l_x2>0.

Il en découle que I’ est strictement croissante avec I'(0) = 0 donc I
est une bijection croissante de | —1,1[ sur | — oo, +o0].

On en déduit aussitot que I est strictement décroissante sur [—1, 0]
avec I([—1,0]) = [—1In(2),0] et est strictement croissante sur [0, 1]
avec I([0,1]) = [—1In(2),0].
Il vient donc que

2(0,0) =1In(2) # 0!

Soient f > 0 et h € R, en utilisant 'expression de I” trouvée dans la
question précédente, on obtient

1

vx el =11 ghulx) =26 —

Ainsi,

> 1] pour tout x €

1
e sifc [O,—],Z,B € [0,1] alors que T2 2

2
| —1,1[d’out

B e [O, %} = Vx €] -11[, g,(x) <0,

1 1
* sip > > alors 5 ,(x) < 0siet seulement si x* > 1— ——. En

2,B'
osant xg = /1 — —1 on obtient
P p 2,8'

B> % — (9u(x) <0 x € [x11U] ~ 1, —x5]).

1
» Supposons que 8 € [0, E] alors, d’apres la question précédente

g/h < 0 sur ] —1,1] et par suite tp’ﬁ/h est strictement décroisante

sur | — 1,1[, sa limite en —1 vaut +oo0 et en 1 elle est égale a —co
d’apres la question précédente. Ainsi, {5, s’annule en un unique
pont x.(B,h) €] —1,1], ceci nous fournit le tableau de variations
suivant (pour simplifier, on note x.(B, h) = x.) :

12
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X —1 X 1
P (%) + 0 -
Wpn(xs)
lpﬁ,h(x) _— T~
B—h B+

Il est clair que la fonction ¢ ;, atteint son maximum en un unique
point x.(B,h) €] —1,1].
Par ailleurs,
p,,(0) = h >0,
donc, par continuité la fonction i , reste strictement positive sur un

intervalle assez petit de la forme | — a, a[ avec a €]0, 1] et par suite
g 1, est strictement croissante sur cet intervalle donc le maximum de
g, est atteint pour une valeur strictement psoitive, ceci fournit

x.(B,h) €]0,1].

. : . 1 :
» Maintenant, on va traiter le cas ou g > > On a vu dans la question
précédente que

1
Ppu(x) <0< x € [xp,1{U] —1,—xp], avecxs=,/1— 2%

Ainsi, on a
X —1 —Xg X 1
g (%) - 0 + 0 -
o ¥ (xp)
Bh\APB
l/]lﬁ/h(x) T _
W (—p) T~

On distingue alors deux cas selon le sighe de gb’ﬁ,h(—xﬁ) :

o siy,(—xp) > 0, comme 0 €] — xp,x4[ et ¢, est strictement
croissante sur |—xg, x|, on obtient : ¢, (xg) > 5, (0) = h > 0.
Il en dédoule que ¢’ s’annule et change de signe en un unique
point x. (B, h) €]xg, 1{C|0,1], en outre, la fonction ¥y , est posi-
tive sur | — 1, x.(B, h)[ et négative sur [x.(B, ), 1] donc x.(B, h)
est I'unique maximum de ¢, sur [—1, 1].

13
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25.

e si;,(—xp) < 0alors la fonction dérivée ¢y, , s’annule en trois

points : x(V €] — 1, —xg[, x? €] — x5, xp[ et x®) €]xg,1[ d’ot1 le
tableau de variation suivant

X —1 x(l) x(z) x(?’) 1
P (%) + o - 0 + 0 -
ppn(x1) Ppin(x®))
Il)ﬁ/h(x) o - ) _ ~
B—h Ppu(x™) B+h

Par ailleurs, l’application de la monotonie de ¢z, fournit les
inégalités suivantes

Ppa(x) < gpu(—xp) et Ppulrg) < gpu(x®).
De surcroit, comme la foncion I est paire, on obtient

PYpu(x) — Ppu(—x) = 2hx,

ce qui fournit

Pen(xM) < Ppu(—xp) < Ppu(xp) < Ppu(x).
On en déduit que x,(8,h) = x® €]0,1[ est 'unique maximum
(global) de yg .

Pour finir, lorsque i < 0 on remarque que

Vx € [—1,1], lpﬁlh(x) = wﬁl_h(—x).

En tenant compte de la discussion précédente, on déduit que pour
tout 1 < 0, g possede un unique maximum x, (B, h) €] —1,0[.
1
» Soit B € [O, E] ,ona yp,(0) = 0 et I'étude faite dans la question
précédente montre bien que Y59 admet un unique maximum au
point x,(B,0) = 0.
. 1
» On suppose maintenant que f > ~. On remarque que 0 est

paire et par suite ¥, est impaire. Ainsi, 15,(0) = 0 et donc par
croissance de i, sur | — xg, xg[, on a

Ppolxp) >0 et Ppo(—xp) = —Ppo(xp) <O.

14
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26.

Avec les notations de la question précédente, la fonction ¢y,  s’annule
en trois points : x(1) €] — 1,0[, x® = 0 et x® €]0,1] et g, atteint
son maximum uniquement en deux points x(1) et x(3). Comme 13
est paire, Pg0(x®) = Pg0(—x)) et donc g atteint son maximum
aussi au point négatif —x(® alors, par unicité, —x® = x1). On
conclut que g atteint son maximum exactement en les points :

x.(B,0) =x%€]0,1[ et —x.(B,0).

Soient B > 0 eth > 0 et (v,),en une suite convergente vers h, on
note /(B, ) la limite de la suite (x.(B,v,)),cn-

Onayg, (x.(B,vn)) =0, c'est a dire
(x)  VneN, 2Bx.B,v,)+v,—T (x:(B,v4)) =0,

D’autre part, Comme v, —+> h > 0, v, est strictement positif pour
n——+00

n assez grand, d’ot1 on a par la question 24, x.(8,v,) €]0,1[ pour
tout n assez grand et donc I(B, h) € [0, 1].

Cependant, le passage a la limite quand 7 tend vers +oo dans 1'iden-

tité () ci-haut combiné avec la limite : lim I'(x) = o0 établie dans
x—1-

la question 22 conduit manifestement a une contradiction dans le cas
ou l(B,n) =1, ceci exige que I(B, h) € [0,1] et donc, par continuité
de I’ sur [0, 1],

281(8, 1)+ — I' (1(8, 1)) = 0,

ou encore

Pp, (1(B, 1)) = 0.

On en déduit que [ (B, h) est un point critique de g .
Par ailleurs,

VneIN,Vx e [=11], g0, (x:(B,0n)) = Pp0,(x),
ceci fournit, lorsque n — +oo,

Vx € [-L1], pu(I(B, 1)) = Ppn(x).

Le résultat d'unicité établi dans la question 24 permet de conclure
que

LB 1) = x.(B 1),

ce qui achéve la démonstration.

15
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27. Soient § > 0eth,h’ > 0.

28.

Notons que, pour tout x € [—1,1],ona
Yo (x) = Ypu(x) + (B — h)x.
Par suite,
Yo (x<(B, 1Y) = g (x:(B, 1)) + (W — h)x.(B, ).

Il en découle

(1) &(BH) <g(B 1)+ (W —h)x.(B,h').

De méme, on a

Ppur (X« (B, 1)) = Ypn (x:(B, 1)) + (W — h)x.(B, h),

ce qui conduit a I'inégalité

(2)  g(BH) = g(B 1)+ (W —h)x.(B,h).
Les inégalités (1) et (2) ci-haut donnent
)

(B —h)x.(B,h) <&(B,H') —g(B,h) < (K —h)x.(B,h'),

d’ou le résultat annoncé.

Soit B > 0 fixé, h > 0 et s € R* assez petit tel que que h +s > 0.
La question précédente fournit

(o) sx(Bh) < g(B,h+5) —g(Bh) <sxu(Bhi+s).
Par ailleurs, la continuité de la fonction i — x.(B,h) sur R, im-

plique

x«(B,h+s) — x«(B, ).

En divisant l'identité (xx*) par s tout en séparant le cas s > 0 du cas
s < 0, ensuite, en faisant tendre dans chaque cas s vers 0, on voit
immédiatement que la fonction i — g(B, h) est dérivable sur R et
que l'on a

% (1) = (B, )

16
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29. Comme g (x) = g _n(—x) alorson a
g(Bh) =g(B —h).

En combinant ce dernier résultat avec la question précédente, on
voit que la fonction i — (B, h) est dérivable sur R*.

On va étudier alors la dérivabilité de h — (B, 1) en 0.

» Supposons que € [0, %] :

D’apres la question 27, on a pour tout i’ > 0,

Wx.(B,0) < g(B, ) —g(B,0) <Hx.(B, 1),

comme x,(B,0) = 0 en vertu de la question 25, on a pour tout i’ > 0,

0 <g(B ) —8(B0) <Hx.(pH)

En divisant par i’ > 0 puis par i’ < 0 et en utilisant la continuité de
h — x.(B,h), on déduit que h — (B, h) est dérivable a droite en 0
et cette dérivée en 0 est nulle, donc

g(Bh) —gB0) _ gl —-m—-gB0) .

h —h h—0-

En conclusion, la fonction b — (B, h) est dérivable en 0 et donc elle
est dérivable sur RR.

1
» Supposons que B > >

D’apres la question 27 (pour h = 0 et i’ > 0) et par continuité de
h — x,(B,h) sur R, on obtient

8(B,h) —g(p,0) s x,(B,0) > 0.

h h—0T
Comme g(B,h) = g(B,—h),ona

g(B.h)—g(B0)  gB,—h)—g(B0) _x.(B,0) <0,

e I4

h —h h—0-

ceci prouve que h — g(B, h) n’est pas dérivable en 0 donc elle n’est
pas dérivable sur R aussi.

En guise de conclusion, on déduit de ce qui précede que

1
h — g(B, h) est dérivable sur R si et seulement si § € [O, 5] :

17
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30. Remarquons d’abord que 1’'on peut écrire

31.

Gn (B, h) = —lnE((/ih)-X),

= (NS%, NSy).

Il est clair que X est une variable aléatoire a valeurs dans un sous-
ensemble fini de IR? car Sy est finie. D’apres la question 8, Gy est
convexe sur R, X R et elle est aussi de classe C? sur R. x R en
raison de la question 7.

Par conséquent, pour B > 0 fixé, on montre comme dans la question
16 que la fonction h — Gn/(B, h) est convexe pour tout N € IN*.

De surcroit, il est admis que, pour touth € R, Gn(B, h) N 2(B, h).

Finalement, lorsque i1 > 0, il découle de la question 28 que la fonction
h — (B, h) est dérivable en h et que sa dérivée en h vaut x. (B, h).

Il est alors légitime d’appliquer la question 4 qui affrme que si h > 0,
on a

oG 1 %X (B,h)
ahN(/3 h) = N Yn(B 1) Nt x(B ).

Le rséultat prononcé devient plus claire en observant que l'on a

Yy 2
_ BNS2,+hNSy
o (N SnerN )
avec

i i

i=1j=1
Soient B > Oeth € R.

Ona oy, (x.(B, 1)) =0,dot

2Bx.(B, h) +h = lin (1+x*(ﬁ,h)> :

2 1—x.(B,h)
D’autre part, la fonction th est dérivable sur R et
1

Ve R, th'(t)=1-—th?(t) =
(1) (t) (1)

18
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32.

Par suite, th réalise une bijection strictement croissante et dérivable
de R sur th(R) =] —1,1].
En outre, on a

B 1 1
th'(th™'(x)) 1-—x2

111 1
1—a2 2\1—x 1+«

Vx el -1,1], (th 1) (x)

Comme

et

on déduit que

Vel ~11 th(x)=n (1 ”) _ I'(x).

Par conséquent,

2Bx.(B, 1) + 1 = th™ (x.(B,h)).

En conclusion,

th(2Bx.(B,h) +h) = x.(B, h).

D’abord, on réecrit le résultat de la question précédente sous la forme

« | = h h==1 2
SCORE (1 @,h))

pour B > 0eth > 0.
Par continuité de i — x.(B, h) en 0, la question 25 fournit

1 1
* _/h * ~7 — U
X (2 )zH_oix (20) 0
En écrivant :

In (Ti %Z;) —In (1+x* <%h)> “In (1 —x, <%h)>

puis en utilisant les développements limités a 1’ordre 3 au voisinage
de 0
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2 3

In(1+x) = x—%+%+o(x3) et In(l—x)= —x—%—%Jro
on obtient immédiatement, lorsque i — 0%,
h = x*(?)ﬂﬂLo (x* (%,h)) .
Par suite,
3h ~ (Lh) ou encore X, (Lh) ~ (3h)%.
h—0t 2 2 h—0T

On conclut que
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