Corrigé de I’épreuve Mathématiques, X/ENS 2026, filiére PC.
Version provisoire du 20/04/2026

Laurent Bonavero - Lycée Champollion (Grenoble)

Avertissements : ceci n’est pas LE corrigé mais UN corrigé.
1l y a dans tous mes corrigés des erreurs potentielles ou des choses qui me sembleront pas claires...me
contacter le cas échéant !

Premiére partie

1. Soit ¢ > 0. On a

t
= —h t).
= gt
Par convexité de g, on a
h
—g(r —h)+ —— t).
9(@) < ppela —h)+ o gle+ 1)
Cette inégalité s’écrit encore
g(x) =gz —h) _ glz+1t)—g(z)
h - t
En passant & la limite quand ¢ tend vers 0, il vient
g(x)—glx —h
D) ]

L’autre inégalité se démontre de fagon analogue en partant de

T = tfh(x—t)Jr t_ih(erh).
Il vient
o) < gle— 1)+ gla+h)
“t+h t+h
puis
gl —t)—g(x) _ gl@+h)—g(=)
—t - h
et enfin
J() < g(x + h;i —9(@) |

2. Soient z,y € R, @ € [0,1]. On a pour tout n € N,
folaz + (1 = a)y) < afu(z) + (1 - a)fu(y)-
En passant a la limite quand n tend vers +o0, il vient

flez+ (1 —a)y) < af(z)+(1—a)f(y),

ce qui montre que | f est convexe |

3. La suite (f,)nen définie par

x> fo(z) = /22 +1/27

est un contre-exemple : chaque f,, est de classe C* sur R, convexe sur R et (f,,) converge simple-
ment vers f : 2 — |z| qui est bien convexe mais non dérivable en 0.




4. D’aprés 1., on a pour tout € R, pour tout A > 0 et pour tout n :

< falz+h) — fo(x)

fn(z) = fulz —h) ’
; < fal@) < W -
Et aussi
MW@ o S@=Sah

En sommant, il vient

fu(@) = fale —h) = flz + h) + f(z) _ @) < fule +h) = fu(z) = f(2) + f(z — h)

; < fola) - .

Soit € > 0 fixé. Comme

g 1) =@ =)~ f@ W) 4 @) e

h—0 h

et
L F e h) < F@) — f) - fa k)
h—0 h
il existe h > 0 tel que

f@) = fa—h) = fa+ )+ @) o S ..
h - h -
Ce h étant fixé, on a

fol@) = fole —h) = flet+h) + flx) _ flo) = fle—h) = fle+h)+ fz)

L h - h
et
foy @ R) = ful@) = f@) + fl@—h) _ flth) = f(2) — f@) + [z = h)
n—-+oo h h '

Il existe donc N € N tel que pour tout n > N :
hle) falr =W fEtWAIE) i _

Ainsi, pour tout n > N, on a

—2¢ < fo(2) - f'(z) < 2,

ce qui montre en étant revenu a la définition e-esque de la limite que | lim f/ (x) = f'(x) |

5. La fonction
o it gla + tu)
est convexe car g l'est. Elle est aussi de classe C? sur R car g I’est. On a donc

vt eR, o"(t) > 0.

Or, la formule de Taylor-Young & ’ordre 2 pour les fonctions de plusieurs variables donne
t2
gl +tu) = g(@) + HVg(e),u) + SuT Hy(x)u+ o(t%)
On en déduit en particulier que
¢"(0) = u" H,(x)u > 0.

Ceci étant valable pour tout u € R%, on en déduit que

Vo € RY, Hy(x) € S (R)|.




6. Afin de montrer que ¢ est convexe, il suffit de montrer que pour tout z,y € R fixés, la fonction
t=(t) = g((1 = t)z + ty)
est convexe sur [0, 1]. Or,
vt € [0,1], " (t) = (y — 2)THy (1 — t)z + ty) (y — 2)T >0,

ce qui conclut.
7. Par théoréme de transfert,

d
d(\)=In| >  exp (Z A:v) P(X = z)

z€X(Q) i=1
La fonction
d
A Z exp (Z >\i$i> P(X =x)
TEX(Q) i=1
est de classe C? comme somme finie de fonctions de classe C2, & valeurs > 0. Par composition,

¢ est bien de classe C? ‘
On a ensuite,

96 ) _ Zwex@) TexP (Tior ) PY =) E[X;¢* ]
T ronsfert EleMX]
8)\1 erx(g) exXp <Ei:1 Ak.’Ifk) P(X = J;) transfert ]E[e ]

On a a nouveau par transfert

oA EX;er ™)) axy ., O = E[eMY]) _
Y (\) = E[X; X;eM] et o, (\) = E[X;eM¥]
On en déduit que
82(;5 ( ) _ ]E[XineA'XHE[EA'X] - E[Xie)"X]E[XjeA'X] _ ]E[XineAAX] . ]E[XieA'X} E[Xj(i)“x]
OXiOA; (E[erX])2 E[erX] ElerX]  EleMX]

8. D’aprés 6., il suffit de montrer que la hessienne de ¢ est symétrique positive, c’est-a-dire que pour
tout u € R,

EXJ'XZ'G/\'X EXZ'G/\'X EX]'G/\'X
Zuw([ | E[X:ie*¥] E| })ZO.

1<i,<d E[e*X]  E[e*X] E[eMX]
Or, 2
u-u-E[Xie)\.X] E[XjeA-X] _ E[(U~X)e/\'x}
2, TEON] B &
et

E[X; X;erX]  E[(u-X)%eM¥
T, | _ El(u- X)%eM]

E[erX] - E[eAX]

Or, d’aprés Cauchy-Schwarz,
2
(E[(u- X)eMX])* = (]E[(u LX)/ e)"X/2]) < E[(u- X)%eMX] x E[e*¥]

et donc

E[(u- X)eMX]\?  E[(u- X)2eMX]
( DR )S EoX]

ce qui donne le résultat.



Deuxiéme partie

9. On a, en utilisant 'indépendance des O'i,

Zn+1(0,h) = E

De 14,

exp HN+1 (0, h X<N+1>))]
N+1

exp (h Z Jz>]

[N+1

H eho'i‘|

N+_1‘ '

= HE(eh‘”)
=1 N
= E("v) [[E(e")

el + e h

= E

= E

- 2
= ch(h)Zn(0,h).

ZN(Oa h) =

(ch(n))™ et Fy(0,h) =1In (ch(h)) |

10. Notons

et

Alors,

N-1 N
= g 0;0;+1 +ONO1, E 0
i=1 i=1

Fnx(\)

A= (B,h).

=Fn(B,h) = %lnE[e’\'X]

et la question 8. implique que ‘ Fy est bien convexe ‘

11. Le polynome caractéristique de A est

xa(T) =T?

Le discriminant de ce polyndme est égal a

A = 625—2}1 +e2,8+2h + 2625

Comme

— 4(625 _

e?Pch?(h) > 2P > €2

6_25) = 28 (e_h

— (P P 4 2P — 725,

+e™)? — 8sh(28) = 4(e*ch*(h) — 2sh(28)).

B — 720 = 25h(28),

on a A > 0, ce qui montre que A posséde deux valeurs propres réelles distinctes.

La plus grande, A(53, h) est donnée par

A(B, ) =

eIt 4 Ih 4 2, [e28ch? (h) - 25h(28)

— ¢ ch(h) + \/e27ch? (h) — 25h(20) |

2

12. Immeédiat.
13. On a

N—-1
ZN(/Bah) =K l(H Boi,aiﬂ) BUN#TI
i=1

Remarquons alors qu’en notant A = (

Bii=a11,Bi,—1=a12, B_11 =az1 et B_i_1=azp.

(€1, en)E{-1,1}N \i=1

ail a2 on a
b)
az 2

az 1

1 N—-1
X (Hee.



14.

15.
16.

17.

On en déduit que

N-1
Z BI,EQ (H Ba‘:‘i,EH_l) BEN,l = [AN]Ll

(e2,..en)E{—1,1} N1 =2
et que
N-1
Z B_1., (H Bei,sHl) By, 1= [AN]Q,z-
(e2,en)E{—1,1}N -1 i=2
De 14,

Zx(B,1) = 5y (AN + [AN]52) = ste(AY) |

Soit (8, k) la plus petite valeur propre de A. On a
Fu(B.h) =  (~NWn@) + (0N +u(3,h)")
= N I@) I (AR (8, 0N, )N)))
— _In(2) + mA(B,R) + %m (14 (u(B, k) /AB, I)N).
Comme [1(8,h)/A(8,h)| < 1, on a

i In (14 (a(8, 0)/AB, 1)) = 0

et donc

mFy(8,h) = —In(2) + In(A(8, 1)) |

Immeédiat par composition car e*’ch?(h) — 2sh(23) > 0 pour tout (5, h).
Reprenons les notations de 10. : on définit

N-1 N
X = (Z 0,041 +O'NO'1,ZO'Z'> = (Xl,XQ)
=1 i=1

et
A=(B,h) = o(N) = lnE[e)"X].

On a alors, d’aprés 7. :

Fi(8:1) = 60 et m(8,1) = 15800 = X (),

Reste & compiler les résultats des questions précédentes : chaque Fy est de classe C*°, chaque Fiy
est convexe (par rapport & A = (8, h) et donc par rapport & 8). La suite (Fy) converge simplement
vers  +— —1n(2) + In(A(B, h)) et cette fonction est elle-méme de classe C°°. D’aprés 4., on a

OFN 0

() = (= Wn(2) + In(A(B, 1)) =~ In(A(8, ).

lim = o

N—+o00 aﬂ

Finalement,

Jm m(8,) = (A8, ) |

Pour f € N, on a
In(A(B,h)) =B = In(e’ch(h)+ \/@250h2(h) - 25h(26)> - B

= In(ch(h)+ chQ(h)Zewsh@B))

—  In{ch(h h2(h) —1).
s e + vl —1)



Or,

In <ch(h)+ ch?(h) — 1) = In(ch(h) + shQ(h))
= In(ch(h) + [sh(h)|)
= In(ch(|n]) + sh(|A]))
= In(el*)
= |hl.

Ainsi,
Vh € R, BETOOgg(h) = |h| |
18. On a
e?fe s
g5(h) = )\(51 M) P sh(h) + 2¢ 7 ch(h) sh(h)

2\/e2ch?(h) — 2sh(26)
On a de suite

li 5(0) = 0.
ﬁHHJIrloogB( )

Puis, d’apres 17.,

AB. R ~ elflef
(B, )B%Jrooe e

et donc

li L(h) = e 1M [ sh(n
ﬁ;glmgg() e sh(h) +

ch(h) sh(h)>
sh([al) /)~
Si h > 0, il vient
lim gg(h) =1

B—40c0
et sih <O,
li —1.
ol 5(h) =
Finalement,
1sih>0
lim gj(h) = 0sih=0
proee —~1sih<0

La fonction limite n’étant pas continue,

Troisiéme partie

19. Par croissances comparées, on a

lim I(z) = lim I(x)=0

rz—1 rz——1

donc I se prolonge par continuité sur [—1, 1] en posant ‘I(l) =I1(-1)=0 ‘

1
20. Les variables ¢; = it

suivent une loi de Bernoulli de paramétre 1/2 et sont indépendantes. Or

1 & 2 &
NZ 2e; — :—1+NZ<€¢.
=1 =1

N
Comme Z€i suit la loi binomiale B(NN,1/2), il vient
i=1

Wk € [0, N, P(Sx = —1+ 2k/N) = ;V(]Z)




et

P(Sy =2)=0siz ¢ My |
| |

21. D’aprés ce qui précéde,

1 N
P(Sy =un) = 35 <N(1 + uN)/2)'

Un calcul a laide de la formule de Stirling donne

N V2
~ 2N 1 —(1+un)N/2 1— —(1—un)N/2 x
T B i

14+ upn)/2

que ’on écrit

N V2
= 2N (1 4 ) TOFIN/Z(] )" AmunIN/2 o X2 (14 0(1)).
(et 1 amyyz) =20+ (=) TEEER A
De 14,
1+uy —UunN 1+ 1—x

In(l—un)+o(l) — In(142)+

1
1n(1+UN)+ N —4o00

1
_NlnP(SN =uy) = In(1—z).

ERREUR D’ENONCE : jobtiens donc

. 1 14+z 1—x
NHI«EW_NIHP(SN =uy)= In(1+z) +

In(l—2z)=1I(z)+In2|

22. L’inégalité

Gn(B,h) > Bx?® + hx + %P(SN =)

est équivalente a
P(Sy = z) < efNﬁanNh:cE(eﬁNSf\,JrhNSN)'

Or,

(SN _ x) - (eNBS?\,-&-NhSN _ eNBx2+Nha:) C (eN,BS?\,-&-NhSN > eN,B;c2+th).

En utilisant I'inégalité de Markov, il vient

P(Sy = z) < P(eNﬁs?v+NhsN > 6N5m2+th) < 67N6127thE(65NS]2\,+hNSN) ]

23. Tenant compte de ’erreur précédente, il doit sans doute falloir supposer que

g(B,h) = sup (Bz”+ ha —I(z) —In(2)).
z€[—1,1]

On a pour tout z €] — 1, 1],
1 1
I'(z) = iln(l +z) — iln(l — )

et

1
I//(ZL') = 1_73:‘2
De 14,
1

1—a2

Ypn(z) <028 <

Si §€[0,1/2], |95, (x) <0 pour tout z €] — 1,1[|.

1
Si B>1/2, ¢’B’7h(a:)§0<:)|x|2,/1—%.




24.

25.

26.

27.

Si §€[0,1/2] et h > 0, la fonction ¢} ;, est strictement concave sur [—1,1], continue sur [—1, 1] et

vérifie lim1 U p(x) = —o0 : elle atteint donc son maximum en un unique point z. (3, h). Si h > 0,
T— ’

Y5 ,(0) = h >0 donc z.(8,h) €]0,1[.
SifB>1/2et h >0, comme h >0 et comme

x v Br? —I(z) — In(2)

est paire, on a pour tout z €]0,1], ¥gn(—2) < ¥ i(z) donc le maximum de 1) est atteint

1
sur [0,1]. Or, sur [0,1], ¢}, est croissante sur [0, 1-— 25} & valeurs > 0, puis strictement

1
décroissante sur [ 1-— ﬁ’ 1 [ Elle s’annule donc exactement une fois, ce qui signifie que le
1
maximum de 15, est atteint en unique point z.(5,h) € ] 1-— 5 1 [

Dans le cas h < 0, la parité de

x v Br? — I(z) — In(2)

permet de raisonner de fagon analogue en changeant x en —z et on en déduit que ¢ 5, atteint son
maximum en un unique point z.(8,a) €] — 1,0[.

Etudier des fonctions idiotes a la fin d’un sujet X-ENS me laisse réveur...

Si h =0, la fonction 13 ¢ est paire et de dérivée nulle en 0.

Si B €[0,1/2], ¥s,0 est de plus strictement concave : 0 est donc 'unique point ot 13, atteint son
maximum.

1
SiB>1/2, g, est strictement convexe de dérivée strictement positive sur }O, 1- 25]’ puis

strictement concave de dérivée tendant vers —oo en 1 : g atteint son maximum sur [0,1] en

1
un unique point z.(8,0) € }1/1 ~ 35 1 [ Par parité, 93 atteint son maximum sur [—1,1] en

Notons Z., = ngr}rloo (B, vn)-

On a pour tout n et pour tout z,

wﬁ,vn (x*(ﬁa Un)) > wﬁ,vn (.’t)

En passant a la limite quand n tend vers +oo, il vient
Y, Ygn (@) 2 Ppn().
Par unicité du point ot ¥, atteint son maximum, il vient |z, = lm z.(8,v,) = z.(8,h) |

n—-+oo
On a

(h/ - h)x*(67h) = wﬂ,h/(x*(/ﬁa h)) - wﬁ,h(m*(/@v h’)) = d)ﬂ,h’(x*(ﬁah)) - g(ﬂ7h) < 9(57}1/) - g(ﬂ7h)

28.

En échangeant les roles de h et h’, on obtient
(h - h/)fﬂ*(ﬁ, h/) < g(ﬂa h) - g(ﬁa h/)7

ce qui donne bien
(W = R (5, h) < g(8. W) — (8. ) < (W — W)ar. (B, 1)

La fonction h + (3, h) est définie sans ambiguité sur R™*, et y est continue d’aprés le résultat
admis. Supposons par exemple b’ > h > 0. Il vient

ﬁvh/) B g(ﬁvh)
h' —h
En faisant tendre b’ vers h et en utilisant la continuité de b’ — z,.(8,h’), on en déduit que

h/—h+ h —h

2.(8,h) < 9 < 2 (B.1).




En procédant de facon analogue pour 0 < k' < h, on a

k' —h— W —h

ce qui montre que h' — g(B3,h’) est dérivable en h et que

dg B
5 (5,1 = . (5, h) |

29. Question peu précise. Ce qui précéde montre que h +— g(8, h) est dérivable sur R si| 3 € [0,1/2] |

Pour § > 1/2, ce qui précéde montre la dérivabilité sur R* et la dérivabilité a droite (et & gauche)
en h = 0 mais il n’est pas clair que ces deux demi-dérivées en 0 soient égales.

30. On a
1 3 N N
<N201>exp NZZ @—&—hZa, SNeXp(b’NSN+hNSN)}
i=1 =1 j=1 i=1
Notons
= (B,h), X = (NS%,NSy) = (X1,X>) et ¢(\) = nE[eM].
On a alors
Yiv(8,h) = e*™
et
1 1 10 oG
o [( > o) on (NZZWJ”LZ%)] oy e (03] = 420051 = 053
=1 j=1

Comme les Gy sont convexes et comme (G ) converge simplement vers g dérivable par rapport a
h, les résultats de la partie I impliquent que

1 1
Nliriloom [(N;”i>e"p( ZZ%MZ%)]— Bih) = a.(B,h) |

=1 j=1

31. Comme z,(f3,h) est un extremum intérieur de 1g ;), on a

¢/B,h(x*(ﬁ7 h)) =0

282.(8,h) +h = In ( mw) .

Ceci signifie que

1—x.(8,h)
De 14,
\/Hx*(ﬁ,h) \/l—x*(ﬂ,h)
) L=z (B,h) [ 1+2.(8.h)  (1+42.(8,h) - (1—a.(8,h))
B B = e g (a0 ey
1—2.(8,h) 14 z.(6,h)

32. Pour 8 =1/2, on obtient
th(h+ 2.(1/2,h)) = 2.(1/2, h).
On en déduit que h + x.(1/2, h) o x+(1/2,h) et en particulier que h = o(z.(1/2,h)). Or,
—
3

th(z) ot % + o(z?).



10

De 14,
1
(h+ z.(1/2,h)) — 3 (h+ z.(1/2, h))3 +o(z,(1/2,h)) = 2,(1/2, h)
puis
3h — 2.(1/2,h)% = o(x.(1/2,h)%),

puis,

y 3h 1

no0 2, (1)2,h)3
et enfin

lim S22 |

h—0 (3h)1/3

Commentaires personnels conclusifs qui n’engagent que moi.

Bonne nouvelle : erreur de Q21 n’impacte pas la suite.
Mauvaise nouvelle : je n’ai rien compris & ce sujet et n’ai aucune idée de ce que 'on a démontré.

Sujet horriblement technique qui risque de faire des ravages...



