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EXERCICE

La loi binomiale négative

—+o00
1 > On sait que Vz € ]-1,1] 1_x:;x.

2 > La somme d’une série entiére est de classe € son intervalle ouvert de convergence . Donc pour tout m € N et

re|-1,1]:
dm 1 +Too  m L
dz™ (11) _dem (x )
k=0
0 : " (A m! d 1,1
n a par récurrence Lo (1 — x) = 1= l‘)m+1 , donc pour x € ]—1,1]
LN P Dabm = K ke
(1—3?)"L+1_Z ( - )( —m—+ )$ _Z(k—ﬂl)'x .
k=m k=m
+oo
m! k!
Ainsi|Vaze]-1,1] ———= =) ———a"™
: k—1 n _k—n
3 > Soit n € N*et uy = L . On a, pour tout £k >n , ur > 0 et
n—
Uk+1 k
= —
U, k—n+1k~>+ooq

kE—1
Puisque ¢ € ]0,1[ , alors d’apres la régle de D’Alembert Z (
n—

1)p"qk" converge .
k>n

D’aprés Q2 on a pour tout z € |—1,1]

(n B 1)' _ +§ k! xk’—n+1 j:£+1 f (] B 1)!xj—n _ —i_z:oo(n 1)|(] - 1>xj—n
T \n — B = D r— == — .
(1-2x) = (k—n+1)! = (j —n)! = n—1
et
+oo .
1 _ (] — 1)903_"
n
(1—2x) oo\n- 1
Donc pour p € ]0,1]
+
ZOC k-1 pn k—n _ pn 1 =1
= \n— 1 (1-g)
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4 > Pour k> 1:

Donc Y; suit une loi géométrique de parametre p, | Yy ~ G (p) | .

5 > La variable S,, = X + --- + X,, compte le nombre de succeés parmi n essais indépendants.

n
Pour avoir S,, = k, il faut choisir quels k essais sont des succes, ce qui peut se faire de < k;> facons . Par indépendance

des variables, chaque configuration a pour probabilité p*¢™—*. Ainsi, P(Sn = k) = (Z) pEg"F et S, ~ 2 (n,p) .

Autre méthode avec les fonctions génératrices : On a G, (t) = e(tX?) = g+ pt. Comme les variables sont indépendantes,

alors

Par la formule du binéme :

Or, par définition,

donc

Ainsi, | S,, ~ % (n,p) | .

6> OnaP(Sy,_;=n—1)%#0donc

7>

]P’(Sk =n, Sk,1 =Nn— 1) = P(Sk,1 =n— 1)~P[Sk,1=n—1] (Sk = n)
Comme Sy = Sp_1 + X alors Pig,_,—p_1)(Sk =n) =P (X, =1) =p, par suite

k-1
]P)(Sk‘ =n, Sk—l = n — 1) :p(n _ 1>pn—1qk—n

n—1

—1
Ainsi P(Sk =n, Sk,71 =n — 1) — (k >pnqk—n .

succes exactement au rang k . Donc Y,, représente le numéro de I’expérience auquel on obtient le n-iéme succes.

8 > Z, la variable aléatoire qui vaut le rang d’obtention du n-éme succes

8.a L’ensemble des valeurs possibles pour Z,, est {n,n+1,...} = NN [n,+ool.

D’apres la question Q.6 IP’(Yn = k) coincide avec P(Sk =n, Sp_1=n— 1), qui est la probabilité d’avoir le n-ieme

8.b P(Z, = k) est la probabilité que le n-iéme succes est obtenu au rang k. Donc les £ — 1 premiéres expériences

contiennent exactement n — 1 succes , c¢’est I’événement [Sk,l =n-— 1] . Par suite
[Zn :k] = [Sk,1 :n—l} n [Xk = 1] et P(Zn :k) :P(Sk,1 =n—1, X :1)
Par le lemme des coalitions Si_; et X sont indépendantes , donc

P(Z, = k) =P(Sk_1 =n — 1)P(X;

I
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C’est exactement IP’(YH = k), donc Z,, suit la méme loi que Y,,.



k-1
9 > Soit u, = ( 1)p”qk_” . On a ug > 0 pour tout k > n et
n—

Uk+1 k

%
U k7n+]_k:—)+ooq

1
alors d’apres la regle de D’Alembert le rayon de convergence de la série E P(Yn = k) th vaut R=~=>1.
q
k>n

10 > Soit t € |-R, R[. On a

Fo(t) = gp(yn = k)tk = io (k - 1>p"qk"tk = % +_OO (k B 1) (qt)*

n—1
k=n

D’aprés Q.2 on a , pour |gt| < 1:

=S = 3 (0
(1—qt)" = (n=1)!( —n)! —\n—1
io (k - 1)( )k (qt)n
= \n-1 (1—qt)"’
Donc :
P g (pt)"
" " (1-qt)"  (1—qt)"
o 11 _ )"
Ainsi Vte} q,q[,fn(t) U=
“+o0
11 > On a f,, est dérivable sur }f%, % [ et Vt € }f%, % {, fh () = Z k}P’(Yn = k)tkil. Comme % > 1, f, est dérivable en 1
k=n

et
+oo
fn()=) kP(Y, =k)
k=n
donc Y,, admet une espérance et f/, (1) = E(Y,) .

npntn—l n

W et fr (1) =

Ainsi | E(Y,) =

n
» .

PROBLEME

PARTIE 1

Calcul d’une intégrale auxiliaire

—t
1> Soith:t»—)e—dt,te]o,+oo[.

Vi
e En 0t : 1 !
h(t) ~ —. La fonction t — — est intégrable sur |0, 1] , donc h est intégrable sur ]0,1] .
) % 7 7 st inté Jo, 1 g o, 1
e En +o00:
h(t) L= o(e™") . La fonction ¢ — e~ * est intégrable sur [1,+o0[ , donc h est intégrable sur [1, +oo] .
— 400



Ainsi h est intégrable sur 0, +oo[ et I existe.

. +oo e—:c(1+t)
2 > Etude de la fonction g : z »—>/ (
0

- At
1+t)Vi

2.ae Pourx>0,t>0:
e—m(1+t) 1

(1+t)Vt = (1+t)VE

(1)

(0] L L t L L d la fonction t +— 1 t intégrabl 10, +o00]
na —— ~ —et ———— ~ ——  donc la fonction ————— est intégrable sur |0, +o0] .
(14+t)V/t t=0 /1 (141t)\/t t—=+oo t3/2 (1+t)Vt &
—z(1+4t)
Par comparaison la fonction ¢ — st intégrable sur ]0, +oo[ . Ainsi g est définie sur RT .
(1+t)VE
e—m(1+t)
e La fonction : ¢ — —————— est continue et intégrable sur 0, +o00[ , pour tout > 0.
(1+t)VE
e—x(l—l—t)
La fonction : x — ————— est continue et intégrable sur |0, 4o00[ , pour tout ¢t > 0.

(1+t)VE

1

De l'inégalité (1) on a la relation de domination par une fonction intégrable ¢ : t — m
Par le théoréme de continuité des fonctions définies par une intégrale, g est continue sur R .

2.b Pourz >0,t>0:

—X

efz(H»t)

(1+t)VE

€

S(1+t)x/¥

© est intégrable sur |0, 4+o00[, donc

+00 Foo
g(x) < e_’”/o (1dt = e_x/o p(t)dt

Ainsi| lim g¢g(x)=0].

xr——+00

e—w(l—i—t)

(1+1)Vt

2.c La fonction : H : (z,t) — est de classe € sur ]0, +oo[ x |0, +-00[ , et
OH efx(lth)
bl =7

Soit [a,b] C ]0,400[ on a pour tout (x,t) € [a,b] x ]0,400[

—at

S| < S = v

La fonction v est continue et intégrable sur |0, o0 .

Par le théoréme de dérivation sous le signe intégral, g est de classe € sur tout [a, b] C |0, +oo[ donc g est de classe
¢ sur |0, +oo[ , et pour z > 0

+o0 OH +o0 e~ Tt
’x:/ —(x,t)dt = —e~* ——dt.
g @)= [ Gy Y
par le changement de variable u = xt :
“+oo —xt +oo e~ du 1 +o0 e U

¢ = du

y YT e Eh Va

e*ﬂ?

Ainsi |Vz € ]0,+00[, ¢ (x) = —I.ﬁ




2.d g est définie et continue sur [0, +oo[ donc

Changement de variable ¢ = u? :

teo 2u T du
= du= =
o (1+u?)u o l+4+u

Ainsi | g (0) =7|.
2.e Soit b >a > 0on a

b
/ g (£)dt = g(b) - g(a)

+oo
or lim g(b)=0et liIr%)g (a) = g (0) = 7 , alors l'intégrale / g (t)dt converge et
a— 0

b—+o00

+oo
/0 g (#)dt = lim g (b) — limg(a) = —7

b—+o00 a—0

e—t +o0o e—t
3 > On a, d’aprés Q2.c ¢’ (t) = —I— et / ——dt = 1. Donc :
W="TZ* )

+oo
/ g (t)dt = -T2,
0

De la question Q2.e : I? = 7. Comme I > 0, alors .

PARTIE 2

Etude de la fonction F

4 > Définition de la fonction F.

xQn
4.a Pour x # 0 posons u, = T .
n!
On utilise la regle de d’Alembert pour les séries a termes positifs :

Uni1 22(n+1) (n!)2 72

Un

(n+1)D* 22" (n+1)° s

2n
donc la série E W converge. Elle converge aussi pour x = 0. Donc F' est définie sur R .
n!

4.b F est la somme d’une série entiere de rayon de convergence infini, donc elle est de classe €°° sur R.
OnapourzeR:

too 2n—1 +oo 2n—2
2nx 2n(2n—1)x
! xTr) = E —— et F// xr) = E

On en déduit que :

e F est décroissante sur |—oo, 0] et croissante sur [0, +o00] .



e F"(x) > 0 pour tout z, donc F est convexe sur R .

5 > Encadrement de la fonction F sur R .

5.a On a I’équivalence

"1
En+1)! T ()2~ 20)! T 20417 \n

2
Etudions les variations de la suite (( n)) :
k 0<k<2n

2n
(k—l—l) _ 2n—k
2n k417
()
2n — k
k+1

. 2n . . 2n L.
Donc la suite est croissante et la suite est décroissante .
k 0<k<n k n<k<2n
Par conséquent
2n 2n
= max .
n 0<k<2n \ k

2n
2n
Par la f le du bind g =4" .
o ar la rormule du bpinome Ol’lak_o(k>

e Pour k € [0, 2n]

On a
>1 <<= k<n.

De ce qui précede

donc )
()= semen()

n

et .

4 2n < 4n
2n+1) "\ n
47L 1 4”
Ainsi

(2n+1)! = (n!)? = (2n)!

5.b Des inégalités précédentes on a pour > 0

+oo n,.2n 1t on 1T in,.2n
4"z T 4™ x
w7 < <
2 @ 1S 2 = 2 )
Or : . .
oo4n on e} 2 2n
Z ;': (Zx)' = ch (2z2)
n=0 ( n) n=0 ( n)
et
JFZOO qrg 1 +§ (22)>"*1  sh(22)
—~ (2n+1)! 204~ (2n+1) 22
h (2
Ainsi | 2( z) < F(z) < ch(2z)
x




sh (2) e2®
~ — = 400,
2r  x—4o00 4xr z—+o0

donc| lim F(x)=+4oc0|.

r—r+o0

5.c On a

6 > Une expression intégrale de F

6.a Soit t € [0,7] et z € R, on a
+oo n +oo
2 t 2"™cos™ (t
e2xcos(t) _ § ( $COS( )) _ § CoS ( )xn

n! n!
n=0 n=0

de rayon de convergence R = +oo .

6.b La série de fonctions précédente, n’est pas entiére pour la variable ¢.

OnapourzeR:

2ncos™ (t) | 2" |x|"
sup | = '
te[0,7] n: n:
. o |z|™ . 2" cos™ (t
La série Z ‘|| converge ( de somme €2l ) . Donc la série E 7'()33” converge normalement et
n n!

uniformément sur [0, 7] . Le théoréme d’intégration des séries de fonctions sur un segment, donne :

+oo T +oo
1 " 2xcos(t) _ 1 2% n _ 1 2"z"
;/0 (§ dt—;ngo ol o COS (t)dt—;ngoTwn
On a -
Vn € N, Waon = 7T( n)Q et Wan+1 = 0
" (n!)
donc . N N
1 ™ 1 o 922n 4.2n 1 o 92n 1.2n 2m)! o 2n
e S s
T Jo Ul (2n)! T (2n)! 4n (n!) “— (nl)
- 1 " 2zcos(t)
Ainsi |Vz € R, F(x)=— e de|.
T Jo
7 > On pose fi () :/ eZreos(t) g,
/2
Pour t € [E, 77}, cos(t) < 0, donc e2wcos(t) _f_ 0et |egx°‘”(t)‘ < 1 pour tout z > 0,la fonction ¢ — 1 est intégrable sur
Tr—r+00
T
9"
Par le théoréme de convergence dominée (version continue ), on a
lim fi (z) = / lim e**Mdt = 0.
r—r+00 71_/2 Tr—r+00
8 > Equivalent de F
/2
On pose fo (z) = / e2reos(t) g,
0
8.a Soit z > 0 . Pour t € [0,7/2] 22 (1 () , done dt = — 34
.a Soit x . Pour 0 on pose u = 2z (1 — cos onc dt = ———.
’ »OR P ’ 2xsin (t)
Comme sin (¢) > 0 alors
2 1 2 d
sin (t) = 1—(1—;) :T u—Z— et dt= — 0
x x T u?

Donc

—Uu

du.

2z

/2 2 2r 2x
/ e?a:cos(t) dt = / eQw(lf—) du — € / €
0 0 Qﬁ\/ufg 2V Jo Q/U*%




—Uu

2 2x
Ainsi |Vz > 0, fo(z) = 28\/5/ c = du|.
0 o Jy— 2
4z

2 2 2

8.b Soit z > 0 et u € [0, 2x]. Ona%G[O,l] doncfﬁg%et Z—xgg,parsuiteuf%czg.
e—’U.

77121[0,290]
VU T g

e—u

e Pour tout u >0, g, (u) — —.

r—+00 \/a

8.c Posons pour z >0, g, (u) = (u) (avec 1[0’21,] la fonction caractéristique de [0, 2x] )

On a:

2
e Pour u € [0,2z], d’aprés Q8.b, u — Z— > g, donc :
x

—Uu

e

7

Par suite, pour tout u € ]0,+oo[ et x > 0 : g, (u) < ¢(u) , avec p(u) = /2

D’apres Q1 , la fonction de domination ¢ est intégrable sur |0, +o0] .

Par le théoréeme de convergence dominée (version continue ) :

2z e~ +o00 too o—u
lim ———du= lim gz (u) du = / —du
0

xT—r—+00 2 —
0 u— =+ Jg Vu
xr
s . e
Et d’aprés Q.3 | lim ——du=1=+/7|.

=+ [ u?

u—

T

e [ eu Ve

Pour z > 0, on a fo (z) = du , donc | fo ()

oo 2z

2 =
9> OnanF(x)=fa(x)+ f1(x).
\ ﬁe2x
D’aprés Q.7 f1 (z) it 0 et de Q8.c fa(x) o~ N
ﬁGQr

Done fi(¢) , 5 0(h(@) etnF (@) ~ o) o~ o=
2z
Ainsi | F () el Qeﬁ

PARTIE 3

Transformée de Laplace de F
On rappelle que pour f :]0,+o0o[ — R continue par morceaux et intégrable sur tout ]0, a], la transformée de Laplace est :

+oo
L (x) = /0 (1) e="tdt.

2t
10 > SoitG:tHei,tG]O,—i-oo[‘

2/t



10.a Pourz €¢ Rett >0

; e (x—2)t
Gt)e ™ = ———
(t) NGV
e En 0t : ) )
G(t)e ™™ ~ — la fonction t — —= est intégrable sur ]0,1]. Donc ¢ — G (t) e~** est intégrable sur ]0, 1] , pour
e o 7 ost inté 10.1] ® : 10.1] . p
tout x € R .
e En 4o0:
G(t)e ™t e O (e=@=2%) [siz —2 > 0 alors t — G (t) 2! est intégrable sur [1,+oo[ . Mais pour z —2 < 0
— 400
1
ona— = O(G(t)e ™), donct+ G (t)e " est non intégrable au voisinage de +oo.

VT t—+oo

Par suite t — G (t) e~ est intégrable sur [1, +oo[ , si et seulement si z > 2 .
Ainsi t — G (t) e™*" est intégrable sur |0, +oo| et L¢ existe, si et seulement si z > 2 .
10.b Soit > 2 . Par le changement de variable v = (x — 2) ¢ :

+oo ef($72)td 1 +oo e U I ﬁ
= = .
/0 Vit Ve —2J \f \/a:—2 Ve —2

Donc | Lg (z) =

11 > Calcul de Ly

PourzERonaF(z)zZ i

11.a D’aprés Q.9 on a F () , donc F (t) e~ et G(t)e .
— 400

t~>+oo 2. /T

Par comparaison, la fonction ¢ — F (t)e~"" est intégrable sur [0, +oo[ si et seulement si z > 2 ( F est définie et

continue en 0). Ainsi ‘ Lp est définie sur |2, —i—oo[‘ .

11.b Soit f:t— t"e %t [t € [0, +o0| .

Pourx>00naf(t)t

1 oo
= o| = |, donc f intégrable sur [0, +oo[ , d’ou l'existence de tme vt .
—+o00 t2 0

11.c Soit x > 0 . Le changement de variable u = xt donne :

+oo 1 +oo
/ the dt = / tmetdt
0 L
+oo
/ t"e"tdt = n!
0

Par récurrence on a

+oo |
n!
Ainsi / the~ Tt =
0

$n+1

+oo  12n n

t 2n)! 2n)! 4
11.d Pour z > 2 on a / 2e*‘“dt = (27) . D’apres Q5.a on a (2 ) < =i

0o () (nl)? a2+ I

4 qn +o0o t2n
Comme 0 < — < 1alors Z o converge. Par suite la série Z / 26_” converge.
n>0 n>0

11.e D’apres Q1l.a, Ly est définie sur |2, +o0] .
Soit x > 2, on a
+o0 Foo £ L2n
Lp (z) = / F(t)e ™dt = / e "tdt
0 0
2n

ﬁeizt ,t S [0,+OO[ .

Soit f, 1t —



. Z fn converge simplement sur [0, +o00[ vers t — F (t) e~ ** qui est continue et intégrable sur [0, +-00] .
+oo
e D’apres Q11.d la série Z/ fn (t)dt converge .
0

Le théoréme d’intégration d’une série de fonctions sur un intervalle quelconque, permet d’intervertir > et [, ce
qui donne
+oo t2’n

+oo
LF (I) = nz_;)A (n!)geiztdt

D’apres Q11.c

R 2n)!
Lp(z) = Z (n|)(2 ;U)2”+1
n=0 :

11.f On a le développement pour |u| <1 :

1 X @),
=25 (2"

I—u —
4
pouru:ﬁ(\u|<1car3§>2):
+o0 too

1 2n)! 4™ 2n)!
IR S ICO N G Scl)

2", .2n 2 :
1_ % —pAn (nh)” 27 = (nl)T a2

1 1 1
Donc : |Lp () = — =
12 > Lorsque z — 2% :
e (2) 1 1 1
xTr) = = ~ y—
r Va?—4  \J(x—2)(x +2) =2+ 2z — 2
D’apre 10.b L = ! d L L
aprés Q10.b on a Lg (z) = ENCED onc L (x) . Le (x)

PARTIE 4

Cas général : Transformée de Laplace et abscisse de convergence

Soit f une fonction définie et continue par morceaux sur |0, +oco[, et intégrable sur tout intervalle |0, a] (a > 0). On définit
I’ensemble de convergence

I(f)= {x eR ’ t— f(t) e~ est intégrable sur ]O,Jroo[},

13 > Soit xg € I (f) et & > zg. Pour t >0 :
|f (&) e ™| = |f (t)e ™.

Puisque t — f (t) e~ est intégrable sur ]0,4+oo[, par comparaison, t — f (t)e™ " 'est aussi. Donc = € I (f) , ainsi
| [wo, +oo[ C I(f)].

14 > Soit fe E .

14.a On a I(f) # @ et I(f) # R, donc il existe 21 € R\I(f) . Par la question Q13, pour tout € I(f) on a

[z, 400 C I (f), donc forcement x > z; (sinon x1 € I (f), contradiction). Par suite I (f) est minoré par 1, et non
vide , donc admet une borne inférieure o (f) =inf I (f).

14.b Par Q13, si x € I (f) alors [x,+oo[ C I(f), on en déduit que I (f) est une partie convexe de R , donc c’est un
intervalle de la forme Ja (f), +oo[ ou [a (f), +ool.

10



15 > La fonction z — f (t) e~ ** est continue sur Ja (f), +o0l.
Pour tout [a,b] C Ja (f),+oo[ on a

vt >0, |f () e ™| < |f(t)e |

et la fonction de domination ¢ : ¢ — | f (t) e~ | est intégrable sur |0, 400 (car a € I (f) ) . Le théoréme de continuité

des fonctions définies par une intégrale, donne L est continue sur tout [a,b] C Ja(f),4oo[ , donc Ly est continue sur

Jo(f) , +ool.

16 > Si f >0et x,22 € a(f),+oo[ . Sixy < o alors

fR)eT™ = f(t)e ™ >0

donc Ly (1) > Ly (x2) , ainsi Ly est décroissante.

Sia(f)eI(f), pour tout x € [a(f), 400 :

0<Ls(z) <Lyg(a(f))-

Donc Ly est bornée sur [a (f),4o0].

17 > Soit g€ F positive telle que Ly est bornée sur Ja (g) , +ool.

17.a Soit M = sup Ly (z) , donc pour tout A >0

17.b e

z€la(g),+oo]
A
0< / g(t)e dt <L, (z) < M.
0

Pour t € )0, A] on a
0<g(t)e @ <yg(t)

Or g€ F, elle est intégrable sur 0, A] , donc la fonction t +— g () e~ (9 est intégrable sur |0, A] et /A g (t)e @tqt
existe . ’
Soitunza(g)—i—% ,neN*.

Ona: g(t)e ®t — g(t)e W et la condition de domination : 0 < g (t)e “»* < g(t). Le théoréme de la

n—-+oo
convergence dominée donne :

n——+oo

A A
/ g(t)e “rtdt — / g (t) e~ 9tqy
0 0
Comme u,, € |a(g),+oo[ alors

A
0 g/ g(t)e Utdt < M.
0

Par passage a la limite on obtient

A
0< / g () e Wtdt < M.
0

xr
Par conséquent , la fonction x — / g (%) e~ ¢ est croissante et majorée, donc elle admet une limite en 400,
0

400
ainsi l'intégrale / g(t) e~ 94t converge.
0

Puisque la fonction x + g (t) =9 est positive donc elle est intégrable sur 0, +oo[, par suite a (g) € I (g).

11



PARTIE 5

Comparaison des transformées de Laplace de deux fonctions équivalentes

Soient g et h deux fonctions positives appartenant a F, telles que :

18 > Soit z € I (h), alors t + h (t)e~*" est intégrable sur [1,+oo[ , comme g (t)e ** et h(t)e ¢ donc t — g (t)e "
—+00

est intégrable sur [1,+o0o[ . Par hypothese ¢ — g (t) est intégrable sur |0, 1] donc ¢ — g (t) e~** est intégrable sur |0, 1]
(lg@® e~ <lg(®)] ) . Doncael(g)etI(h)CI(g).

Par symétrie, I (g) C I (h), d'ott|I(h) =1(g) et a(g) = a (h)].

—+00 a
19 > On a a(h) ¢ I(h), donc I'intégrale / h(t) e~ Mt diverge, c’est-a-dire / g (t)e Mtqt 2 +o0
0 0 a—+00
y
Soit A > 0, il existe a > 0 tel que / h(t) e Mt gt > A+ 1 pour tout y > a .
0
Soity >a.Onag(t)e ™ — L 9@ e~2(9)t et 1a condition de domination : 0 < g (t)e~** < g (). Le théoréme de
z—a(h)
la convergence dominée cas continue, donne :

Yy Y
/ h(t)e ™ @tdt — h(t) e ®tqt
0

z—a(h)T Jo

Donc pour € =1, il existe n > 0 tel que pour tout = € Ja(h),a (k) + 7| :

Y Y
/h(t)e*“dt—/ h(t)eo‘(h)tdt‘ <1
0 0

Par suite pour tout x € Ja (h), a (h) + 7]

Y Y
Ag/ h(t) e*a@fdt—lg/ h(t)e~"tdt.
0 0

y
Comme Ly, () > / h (t)e~*dt, alors on a :
0

VA>03In>0|xz€]alh),alh)+n[=Lyx) > A

Donc| lim Ly (z)=+oc0].

z—a(h)t

20 > On a g(z) o~ h(z) ce qui est équivalent & g(x) — h(x) = o (h(z)) . Donc pour tout € > 0, il existe A > 0 tel

que pour ¢ > A, |g (t) — h ()| < % Ih (8)] -

21 > Soit z € Ja (h),+oo[ . Pour € > 0, soit A > 0 défini dans la question précédente, on a :

A oo
|Lg () — L (2)] S/O g (t) —h(t)le*“dt+/A g (t) — R (t)]e~""dt.

Orpour t > A, |g(t) — h(t)] < % Ih (£)], done

+00 e [T
/ |g(t)—h(t)|e—“dt.§§/ |h ()| e dt

A A

d’out

A +o00
Ly (@) = Ln ()] < / lg.(t) = h (D) e™"dt + = /A Ih ()] e~ dt.
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22 > On a d’aprés Q21, pour tout € > 0, il existe A > 0 tel que :

A S
Lo @) ~Ta @< [ lgt)=h@]eat+ L @) (1)

on fixe 44 . N

On a / lg (t) — h(t)] e Mtat < / lg (t) — h ()| dt, qui est convergent car h et g sont intégrables sur ]0, A] .
0 0

D’apres Q19 on a Ly ()  — 400, donc il existe n > 0 tel que si « € Ja (h), « (k) + 7| alors

z—a(h)t

A
[ la@ - n@le =i < S @) @
0
Par les relation (1) et (2)
Ly (x) = Lin ()] < el ()

Ainsi
Ve >0, In>0]|z€la(h),alh)+n]=|Ly(x)— Ly ()] < elp (2)

Donc |Ly (z) ~ Ly (2)
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