Ecrit par Fabrice Castel, lycée Fénelon Sainte-Marie.

REM. Je remercie Francois Dion pour nos échanges au sujet des erreurs recontrées dans ce
sujet. Les énoncés des questions 6.a), 38 et 39 nous ont semblé erronés.
Nous les redonnons tels que posés le jour du concours et expliquons les absurdités rencontrées.

Puis pour chacune d’elles, nous proposons une version modifiée de l’énoncé initial, permettant
d’atteindre le but fixé par le probleme, notamment celui de la partie C.

Correction de 1’épreuve :
Centrale — MP — 2026 — sujet 1

Sur quelques sous-groupes de G/, (R)

Dans tout le sujet, n désigne un entier supérieur ou égal a 2 . On note :

— M, (R) Pensemble des matrices de taille n xn a coefficients dans R, I,, sa matrice identité.

— Gl,y(R) le groupe des matrices inversibles de M,,(R).

— ST(R) (resp. S, T(R) ) Pensemble des matrices symétriques positives de M, (R) (resp.
définies positives).

— O, (R) le groupe des matrices orthogonales de M, (R), et SO, (R) celui des matrices
orthogonales de déterminant 1.

— La transposée d'une matrice M € M., (R) sera notée M’ et sa trace trM.

— On note |X| le cardinal d’'un ensemble X, en convenant que |X| = +oo si X est un
ensemble infini.

— Si A est une partie finie d’'un groupe G, on note (A) le sous-groupe de G engendré par

A.

Le probléeme comporte trois parties indépendantes.

Partie A : Sous-groupes finis de O,(R)

Soit G un groupe de neutre e. On dit que G est d’exposant fini si et seulement si :
dn eN* | Vz e G, 2™ =e.
De plus, si G est un sous-groupe de G/, (R), on note trG la trace du groupe G, qui est 'ensemble :
trG={trdA; AeG}.

I Généralités
Soit G’ un sous-groupe de G/, (R).

1. Montrer que si G est fini, alors G est d’exposant fini et trG est fini.

Soit m le PPCM des ordres de tous les éléments de G.
Puisque G est fini, ce PPCM existe.
Alors, pour tout z € G, 2™ = e.

REM. 1l est également possible de prendre m le cardinal du groupe G.

Alors d’aprés un théoréme du cours (corollaire du théoréme de Lagrange), pour tout
r€eG, ™ =e.

Donc ‘ G est d’exposant fini ‘
De plus la forme linéaire tr induit une surjection de G sur tr G,

or G est fini, donc |tr G est fini |.




2. Donner un exemple de sous-groupe infini de G/, (R) dont la trace soit finie.

Soit n > 2.

Pour tout A € R, notons T = I, + A\Eqo.

Alors ’G ={T\; AeR} ‘ est un sous-groupe de G/, (R) de cardinal infini
tandis que tr G = {1} est finie.

3. Donner un exemple (pas nécessairement matriciel) de groupe infini qui soit d’exposant fini.

Le groupe produit | ((Z/2Z)N, +) est infini, d’exposant fini |;
car tous ses éléments non neutres sont d’ordre 2.
Il s’agit en fait d’un (Z/27)-espace vectoriel.

IT Cas particulier : les sous-groupes finis de Oy(R)

Pour tout # € R, on note Ry et Sy les matrices :

R 7(0089 —Sin9> g 7<COSH sin >
9=\ sin® cosh 0=\ sinf —cosf

On pourra utiliser sans démonstration les relations suivantes, valables pour tout (6, ¢) € R? :
RyR, = Royp, RoSy, =501y, SpRog=S,6, S0S,=Ro_-

4. Soit A € SO3(R). Montrer qu’il existe un unique réel 6 € [0, 27] tel que A = Ry.

Notons (A1]A43) = (le 312> = A les colonnes et coefficients de A.
21 22

La premiére colonne est de norme 1, donc il existe 6 €] — w, | tel que (aii, ag1) =
(cos(0), sin(h)).

REM. S fallait le prowver, rappelons qu’il suffit de prendre 6 = sgn(ag;)Arccos(a11)
ot sgn est la fonction signe, valant +1 sur Ry et —1 sur R*.

e Puis, comme A € SO2(R), A; et Ay sont orthogonales,
il existe A tel que (a12, az2) = A(—az1, a11).

On s’apercoit alors que det(A) = det <COS(0) —/\sm(0)> =\,

sin(6)  Acos(6)
or det(A) =1, donc A = 1.
Finalement, ‘il existe bien 6 tel que A = Ry ‘




5. Soit # € R. Dans cette question, G = (Ryp).

5.a) Vérifier que G = {Ryg ; k € Z}.

Par définition, G = (Ry) = {Rs" ; k € Z}.
Pour k = 0, RgF = I, = Ryp.
Soit k > 0. Supposons que RgF = Ryyg.
Alors, d’apres les relations données par 1’énoncé :
Ry* = Ry* x Ry = Ryp x Ry = R(k11)6-

Nous avons ainsi montré par récurrence que pour tout k € N, Rp® = Ryp.
Enfin, pour tout k € Z~,

Ry* = ((Re)lkl)_l = R|Ic|9_1 = R7|k\9T = Ryp.

Donc, | pour tout k € Z, Rg* = Ryp|, donc ‘ G={Ryy; ke€Z} ‘

5.b) Dans le cas ot § = 2% avec m € N*, déterminer |G]|.

Nous utilisons la 27-périodicité des fonctions cos et sin.
Pour tout k € Z, 2]“7” = 2T [27] ol 1 est le reste de la division euclidienne de k par m.
Donc, en utilisant la question 5.a), il vient :

G:{RM;kEHO,m—l]]}.

Par ailleurs, la fonction 6 — (cos(f), sin(@)) est injective sur [0, 27],
donc aucun élément de G n’est répété dans I’énumération ci-dessus.

Donc .

5.c) Montrer que G est fini si et seulement si % €Q.

e Supposons que g € Q.
Soit (k,m) € Z x N* tel que % = % Alors 0 = 221%
Donc, comme on I’a vu question 5.a), Ry € (R2x ).
2m
Donc, G est inclus dans (R 2« ).
2

Et nous avons vu question 5.b) que ce groupe était fini.

Donc a fortiori, .

e Réciproquement, supposons que G est fini. Soit m son ordre.
Alors 'ordre de Ry divise le cardinal du groupe G, donc divise m.
Donc il existe m tel que Ry™ = Is. Donc R,,9 = I>.
Donc (cos(m#@), sin(m#)) = (1, 0).

Donc mf = 0 [27].
Donc il existe k € Z tel que mf = k2w, donc % € Q|




5.d) Montrer que si G est d’exposant fini, alors G est fini.

Supposons que G est d’exposant fini.
Soit m € N* tel que pour tout A € G, A™ = I,.
En particulier, Rg™ = I3, donc R;,9 = I, donc mf = 0[2x].

Donc % € Q, donc d’apres la question 5.c), .

5.e) Montrer que si tr G est fini, alors G est fini.

Supposons que tr G est fini. Tout d’abord,
GC{AecSOR); trActrG}.

Or, dans dans SO3(R), la trace est le double du coefficient d’indice (1,1). Donc, en notant
%trG = {% ; t € tr G}, 'inclusion précédente s’écrit :

G C{A€eSO:(R); E1TAE, € $tr G}
Or pour tout ¢ € [—1, 1], il n’existe au plus que deux matrices A de SO2(R) telles que
EyTAE; = ¢, & savoir Ry avec § = Arccos(c).
Donc ‘ G est fini et |G| < 2[trG\.‘

6. Soient 0 et ' deux réels. Dans cette question G = (Ry, Ry).

6.a) Montrer que |G| = | (0Z + 0'Z) N[0, 2= |.

‘L’égalité demandée est fausse. ‘

Comme SO3(R) est commutatif,
(Ro, Ry) = {Re" x Ro*; (k, 1) € 2%}
= {Rkoten ; (k, £) € Z%}.
= {Ry; o€ 0Z+0'Z}.

Etudions le sous-groupe H = 07Z + 0'Z de R.
Nous allons utiliser le fait que tout sous-groupe de R est soit discret, soit dense.

e Si H n’est pas discret, alors H est dense. Dans ce cas la,
|(0Z + 60'Z) N [0, 27[| = +0 = |G].
Dans ce cas, ‘ | (0Z + 60'Z) N [0, 27[| = |G| ‘

e Si H est discret, il existe o > 0 tel que 0Z + 0'Z = oZ.
Alors :

|(6Z +0'Z) N[0, 27[| = |aZ N[0, 2x[| = 1+ K:J

Dans ce cas, ‘il n’y a aucun rapport entre |G| et | (Z + 6'Z) N [0, 2x[|. ‘

— Voici un contre-exemple : (6 =4, 6/ = 0).
Alors G = (Ry, Ry') = (Rp) est un groupe infini,
mais | (0Z 4+ 0'Z) N [0, 2x[| = 1.
— Voici un second contre-exemple : (6§ = ¢’ = 3I).
Alors G = (Ry, Ryr) = (Rp) est un groupe de cardinal 4,
mais | (0Z + 0'Z) N [0, 27| = 2.



6.a) [Proposition alternative]
Montrer que |G| = | (0Z + 0'Z + 27Z) N [0, 27 |.

Posons f : [0, 2nr] — SO2(R) , bijective d’apres la question 4.
3 — R,
Notons © = (0Z + 0'Z + 27Z) N [0, 27].
Nous allons montrer que f(0) =G :
— Pour tout z € O, il existe k, ¢, m € R tel que z = k6 + £0' + 2m.
Alors f(x) = Ryge0r+amn = Rioreo = ReRy".
Donc f(©) C G.
— Pour tout M € G, il existe k,¢ € Z tel que M = ngR’ez = Rro1e0r-
Soit m = Lke%ﬂ_wlj de sorte que : 0 < kO + (0" — m27 < 2m. Alors k6 + (0" — m2m € ©.
Puis f(k@ + 00" — m27r) = Rig+00'—mor = R+ = M.
Donc G C f(©).
Ainsi, © envoie bijectivement © sur G, ces deux ensembles ont méme cardinal.
Donc | |G| = | (6Z + 0'Z + 27Z) N [0, 2| |

6.b) En déduire, pour p et ¢ deux entiers non nuls premiers entre eux, que ’<R£,R1> = 2pq.
P q
e Preuve s’appuyant sur l’énoncé rectifié de la question 6.a).
)<R1,Rz> | (’TZ + 3%+ 2rZ) N [0, 2x[|  d’apres la question 6.a)
p q
= | (’TZ 4 ”Z) [0, 2x[ | car 2nZ C SZ
| (qZ +pZ) [0, 2pg| | car x — 2z est bijective de R sur R
| pAq)Z+ pZ N [0, 2pg| | par définition du PGCD par les idéaux de Z
| pqZ N [0, 2qu car p et ¢ sont premiers entre eux.
= 2pq
Ainsi, ‘<R£, fis (R2x )| = 2pq.
P 2pq

e Preuve directe, sans passer par la question 6.a).
Soient p et g deux entiers non nuls premiers entre eux.
D’une part, (Rxz) et (Rxz) sont des sous-groupes de (Rx ), donc
p q prq

<R%,R%> C <Rﬁ>'

D’autre part, puisque p et g sont premiers entre eux, il existe u,v € Z tel que up + vqg = 1.

Alorsu +v7 pq Donc :

<R%,R§> D) <Rﬁ>'
Ainsi,
<R%,R%> = (Rx).

pq

Alors, ) <R1 , Rq >




6.c) Déterminer ’ <R% , R%>

eux).

dans le cas général (ol p et ¢ ne sont pas forcément premiers entre

D'une part, (Rz) et (Rz) sont des sous-groupes de (R_=_), donc
p q pvgq
(B Rz) C (Roz).
) : P 2 _ 1 il exi p q _
D’autre part, puisque org N ohg = 1, il existe u,v € Z tel que Uprg T Vprg = 1.

Alors, en multipliant ceci par 22—, uZ +vZ = -2 Donc :
’ p p pVg’ T q + q pVq

(B Rz) S{Rz).

Finalement, nous avons montré la double inclusion. Donc :

=2(pVaq)|

‘<R;,Rw>‘:‘(R 2 )

q 2(pVa)

7. Soit G un sous-groupe fini de SO3(R). Montrer que G est monogene.

Soit m = |G|. Alors pour tout A € G, A™ = .
Or pour tout 6 € [0, 27,

Ry™ =1 Ry =1
mb = 0[27]
2T
0e 7

2
6 € X7 N [0, 27|

(AR

0 {%r; kelo,m—1]}
Donc G C {Rax ; k€0, m —1]}.

Or |G| =m = {Rax ; k€[]0, m —1]}|, donc G = {Rakx ; k € [0, m — 1]}.
Or {Rakx ; k€0, m— 1]} = (Rax ).

G est monogene ‘

Ainsi,




8. Pour m € N*, on note D,, le sous-groupe de O3(R) engendré par Rz~ et Sg.

8.a) Déterminer le cardinal de D,,.

On pourra montrer que D, N SO(R) = <Rzl>, puis chercher une bijection entre
Dy, NSO (R) et D, \SO2(R).

Pour plus de clarté, notons R = Rax et S = S%.

e D’une part, D,, contient le sousT—ngroupe N = (R) de cardinal m.
D’autre part, la bijection Lg : D,, — D,, envoie N sur un ensemble SN de méme
A — SA
cardinal m et disjoint de N (puisque hors de SO2(R)).
A ce stade,
Dy, O NUSN et Card(D,,) > 2m.

e Comme S est d’ordre 2, un élément quelconque de D,, s’écrit a priori sous la forme :
R® SR SR> ... SR

oun € N et les a; sont des entiers de [0, m — 1].
Mais d’apres les relations données par 1’énoncé,

Va € [0, m — 1], R*S = SR™™ ¢,
donc, par récurrence sur n, un tel un élément de D,,, peut s’écrire sous la forme :
SeR* avec € € {0, 1} et a € [0, m — 1]

Donc :

Dy = N USN et |Card(D,,) = 2m],




8.b) Soit G un sous-groupe fini de O2(R) qui n’est pas inclus dans SO3(R). Montrer qu'il existe
m € N* tel que G soit isomorphe a D,,.

Notons N = G N SO:(R).

D’apres la question 7, N est monogene.
Soit m l'ordre. On a vu qu’alors N = (R:
Puisque G ¢ SO3(R), il existe S € G\ N.

Comme avant, SN C G~ N (a cause du déterminant) et nous en déduisons :

GDN[|NS.

La bijection G — G  échange les parties G N SO2(R) et G . SO2(R) en raison du
A — SA

déterminant.

Donc |G\ SO2(R)| = |GNSO2(R)| = m.

Donc G \ SO3(R) = SN. Donc :

3

).

3|

G=N|[]|NS.
Pour conclure, soit ¢ tel que S, = S. Notons la bijection suivante :
Do — G
S%ER%Q — S@ER%G '
définie ainsi pour tout € € {0,1} et a € [0, m — 1].
Il reste a vérifier que ¥ est un morphisme. Or pour tout 8 :

SoRg =S, = R_4S,
Nous en déduisons que pour tous € et et tous 01, #o, dans %Z,
U(Sz°Rg, Sz Rg,) = W(Sz°*'R_g Ry,)
= S@E+1R*91R92
= S,°Rp, S, R,
= W(SgERﬁ)\IJ(S%RGQ)

v .

Ainsi, ¥ est un isomorphisme et | G est isomorphe a D, ‘




ITI Une caractérisation des sous-groupes finis de O, (R)

Dans cette partie, G est un sous-groupe de O, (R). On désire montrer que :

G fini <= G d’exposant fini <= trG fini .

9. Rappeler le théoréme de réduction des matrices orthogonales.

Soit O € O,(R). Alors, il existe P € O, (R) telle que :

I, (0)
—Is r,s,t € N,
PTOP = Ry, o { r+s+2t=n,
- O, -, 0 €R.
(0) R9t

10. On suppose dans cette question que G est d’exposant fini.
Montrer, en utilisant le théoréme de réduction précédent, que tr G est fini.

Si G est d’exposant fini, il existe m € N* tel que pour tout A € G, A™ = I,,.
Donc, la matrice diagonale par blocs ci-dessus n’a que des blocs de rotation dont ’angle

appartient a ’ensemble F,, = %r, %, cee W} modulo 27. Donc :
t
trA=r—s+ kgl 2 cos(0y) avec { g’j’t ‘E’Izjtg;: el
Alors, (r,s,t) € [1, n]3, de cardinal n3.
Et pour chacun d’eux, (01,..., 0;) € E,', de cardinal m* < m™.

Ainsi :
‘le nombre de traces possibles dans A est majoré par n

3m™, donc est fini |

Jusqu’a la fin de cette partie, on suppose maintenant que tr G est fini.
On munit M,,(R) de son produit scalaire usuel :

(A|B)=trATB
On note F le sous-espace vectoriel de M,,(R) engendré par G et d = dim F.

11. Montrer qu'il existe une famille B = (4;),c}; 4 de matrices de G qui forme une base de F.

Par le théoreme de la base extraite appliqué a la famille G génératrice de F,
il existe une famille B de matrices de G qui forme une base de F |




12. Soit B = ((4; | AJ))(ij)e[[l 4j2- On considere la matrice C' des coordonnées des matrices A;
dans la base canonique de M, (R).

a) Quelle est la taille de la matrice C'?

La matrice C appartient a | M,z 4(R) |

)

b) Montrer que B = CTC.

Pour tout i € [1, d], la colonne CE; € M2 1(R) est le vecteur des coordonnées de A;.
Comme la base canonique de M,,(R) est orthonormée,

Vi,j € [1, d]?, E;"BE; = (Ai|4;) = (CE;)T(CE;) = E;T(CTCO)E;.

Done | B = ¢7C|

c) Montrer que B et C sont de méme rang. En déduire que B est inversible.

Comme Im (CTC) € Im(C), on a I'inégalité rg (B) = rg (CTC) < rg (C).

Comparons Ker (B) et Ker (C).

Soit X € Ker (CTO).

Alors XTCTCX = 0, autrement dit [CX| = 0 pour la norme euclidienne de M,,2 ; (R).
Donc CX =0, donc X € Ker (C).

Ainsi, Ker (CTC) C Ker (C).

Donc par le théoréme du rang, rg (C) < rg (CTC).

Ainsi, |rg (C) = rg (CTC) =g (B)|.

Or rg (C) = d, puisque C' est la matrice d’une famille libre de d vecteurs.

Donc rg (B) = d. Donc | B € G/4(R) |

13. Soit M € G. On peut décomposer M dans la base B :

M = Zd:a:jAj.
j=1
1 (A1 [ M)
On note alors Xy = : et Yy = : . Montrer que X;; = B~Y),.
g (Aq | M)

Pour tout i € [1, d],

d d d
J=1 J=1 J=1

Donc BX); = Y. Donc ]XM — B lyy, \

10



14. Montrer que {Yys | M € G} est un ensemble fini. En déduire que G est fini.

e Soit M € G.
Pour tout i € [1, d], A7 € G, or G C On(R), donc 4, € G.
Donc pour tout i € [1, d], 4,7 M € G, donc tr(A;T M) € tr(G).
Donc pour tout i € [1, d], (4;|M) € tr(G).
Donc, en identifiant My(R) et R, Yy, € (tr(G))%. Donc :

{Yay | M € G} est un ensemble fini (de cardinal inférieur & [tr(G)|?) |

e Notons F = {Yy | M € G} qui est donc un ensemble fini.
Pour tout M € G,

d
M = ijAj = (A1| e |Ad)XM = (A1| cee ‘Ad)B_IYM.
Py

Donc :
G C {(A1]---|A9)B7Y ; Y € E}.

Puisque E est fini, .

Partie B : Sous-groupes compacts de G/, (R)

On note M,, 1 (R) I'espace vectoriel des matrices colonnes de taille n x 1 & coefficients dans R.

Dans cette partie, on se place dans M, 1(R), muni de son produit scalaire canonique noté (-|-)
et de sa norme associée | - |. Pour r > 0, on note B(0,r) la boule fermée de centre 0 et de rayon
r de My, 1(R) pour cette norme, et B = B(0, 1) la boule unité fermée.

I Quelques propriétés utiles
Soient A € S, T(R) et B € S,,(R).

15. On pose, pour X et Y dans M,, 1(R) :
(X,Y)a=(AX|Y).

a) Montrer que (-,-) 4 est un produit scalaire sur M, 1(R).

« La bilinéarité de (-, )4 est évidente.
« La symétrie de (-,-)4 vient du fait que A est symétrique :
VX,Y € Mp1(R), (X, Y)s=(AX)TY = XTAY = (Y, X)a.
* La positivité de (-,-) 4 vient du fait que A € S (R).
* Enfin, (-,-)4 est définie positive, grace au fait que A € ST T(R) :
VX € Mp1(R) N {0}, (X, X)4=XTAX >0

Donc | (-, ) 4 est un produit scalaire sur M,, 1(R) |

11



On note alors | - |4 la norme associée a ce produit scalaire et B4 la boule unité fermée pour
cette norme.

b) Existe-t-il une matrice A telle que B(0,7) = B ?

Pour tout r > 0, En prenant A = T%In, alors A € ST (R) et pour tout X € M,,1(R),

IX|la<1 <= XTAX <1
= LXTX<1
— |X|?<r?

= |X| <

Ainsi, | En prenant A = T%In, ona: B(0,r) =B84l

16. Vérifier que X — A7'BX est autoadjoint pour le produit scalaire (-, -) 4.
Que peut-on en déduire pour la matrice A~'B?

e Les matrices car B puis A étant symétriques, elles induisent des applications linéaires sur
M., 1(R) auto-adjointes pour le produit scalaire canonique.
Ceci intervient aux endroits (%) ci-dessous.
Pour tous X,Y € M, 1(R),
<AilBX7Y>A = <BX7 Y>
= (X[BY)
(X|AATIBY)
(AX|A7'BY)

= (X, A7 'BY)4

Donc | X — A1 BX est auto-adjointe pour le produit scalaire (-, -) 4 |

e Alors d’apres le théoréme spectral, cette application est diagonalisable en base (-,-)a-
orthonormale.
En particulier, | A~! B est diagonalisable dans M,,(R) |

Soient A et B dans S,(R). On note B < A si pour tout X € M,,;(R),(BX | X) < (AX | X).

17. Montrer que B < A si et seulement si A — B € S (R).

Rappelons que A — B € S, (R). Sachant cela,

B A = VX eM,1(R), (BX[X) < (AX]X)
= VX eM,i(R), (A-B)X|X)>0
— VX eM,1(R), XT(A-B)X >0

< (A-B)e S (R).

Donc | B < A si et seulement si A — B € S§;F(R) |

12



18. Soient A et B dans S;F"(R). Montrer que B < A si et seulement si
le spectre de A7 B est inclus dans 0, 1].
Pour la réciproque, on pourra utiliser une base orthonormée pour le
produit scalaire (-,-) 4 bien choisie.

Puisque 4, B € S;/(R), A~'B € G/, (R), dont les valeurs propres de A~!B sont non nulles.
Rappelons que d’apres la question 17, A~ B est diagonalisable.

Supposons que B < A.
Alors pour tout X vecteur propre de A~'B de valeur propre \,

(BX|X) < (AX|X) = (BB~ AX|X) = L(BX|X).
Or (BX|X)#0car X #0et B € ST (R).
Donc 3 > 1, donc A €]0, 1].
Donc | Sp(A~1B) c]o, 1]|.

Supposons que Sp(A~'B) C]0, 1].
Soient (Uy,..., U,) une base (-, ) 4-orthonormale de M,, 1(R) de vecteurs propres de A~'B

et (A1,..., An) €]0, 1]™ les valeurs propres associées.
Soit X € M, 1(R).

n
Soit (z1,..., Tp) € R™ tel que X = z::):Z i
Alors, comme (Uy, ..., U,) est une base (-, ) a-orthonormale,
n n
(A"'BX, X)4 Zml <) 2= (X, X)a
=1 i=1

En revenant au produit scalaire canonique sur M,, 1 (R), nous obtenons :

(BX | X) < (AX | X).

19. On suppose toujours que A et B sont deux matrices de S, T(R), et que B < A.
Montrer que det B < det A, avec égalité si et seulement si A = B.

D’aprés les questions 16 et 18, Sps(A~1B) C]0, 1].

Donc det(A~!B) €]0, 1], donc ‘det(A) > det(B) ‘

Si det(A) = det(B), alors d’apreés ce qui précede, Sp(A~1B) = {1}.
Or A~!B est diagonalisable (question 16),

donc A7!'B est semblable & I,,, donc est égale a I,,.
Donc sous I'hypothese B < A, ‘det B=detA <= A=1B. ‘
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20. Montrer que B < A si et seulement si B4 C Bpg.

B<A < VX, (BX|X)< (4AX|X)
— VX #£0, ( ‘”X"A><1
= (VX, |X|a = (BX|X)<1)
— (VX, (AX|X)<1 = (BX|X)<1)
— (VX, X eBy = X €Bp)
< BaCBp

21. Soit K une partie de S;"(R). Montrer que K est une partie bornée de S, (R) si et seulement
sl existe o € R telle que pour tout A € K, A 5 of,,.

Si K est bornée, soit a = {||S] ; S € Sp(R)}.
Notons || - || la norme sur M,,(R) subordonnée a la norme | - | de M,, ;(R).
Alors, pour tout A € S;F(R) et tout X € M,,1(R),

(AX | X) < |[AX]1X] < NANIX)? < o X]? = (e, X | X).
Donc ‘pour tout A € K, A < al, ‘

Supposons que pour tout A € K, (AX | X) < of X|?.
Lorsque X est un vecteur propre de A de norme 1, (AX | X) est la valeur propre associée.
Donc Sp(A) C [0, a].
Par le théoreme spectral, il existe P € Oy (R) et (A1,..., Ay) € [0, a]” tels que :
A = Pdiag(A1, ..., A\p)PT.

Alors, en considérant la « norme 2 » sur M, (R), pour tout A € K,

|A|? = \/tr(AT A) = \/tr(PTdiag(A\?,..., A2)P) = N < an/n.
1 n 7

Donc |KC est borné |

1T Stricte log-concavité de I’application det

Soit C une partie convexe de M, (R) et ¢ : C — R une fonction.
On dit que @ est strictement concave si et seulement si :

V(A,B) €C? Vte[0,1] ¢(tA+ (1-t)B) > te(A)+ (1—1t)p(B)

avec égalité si et seulement si A=Bout=0out=1.

22. Montrer que S,/ T(R) est une partie convexe de M,,(R).

Soient A, B € S (R) et t € [0, 1].
Alors tA+ (1 —t)B € S, (R) (puisque S,,(R) est un R-espace vectoriel).
Pour tout X € M,, 1(R) \ {0},

(FA+(1-t)B)X |X) =t(AX|X)+(1—-t)(BX|X) >0,
donc tA+ (1 —t)B € ST (R).
Donc | §;FT(R) est une partie convexe de M, (R) |.

14



23. Montrer que ¢ : A +— In(det A) est une fonction strictement concave sur S+ (R).
On pourra utiliser le résultat de la question 16.

e Montrons la concavité de .
Par concavité de la fonction In sur R,

VAeRL, Vte [0, 1], In(tA+ (1 —1t)-1) > tIn(A) + (1 —t)In(1) = tIn(N).
Soit A, B € ST (R).
D’aprés la question 16, B~ A est diagonalisable dans M,,(R).

Soient Aq,..., A\, les n racines de xp-14. Alors :
vt €0, 1], In ((H (thi +1 +t))) <tln <H>\l)
i=1 i=1
donc :

vt € [0, 1], In(det(tB~*A + (1 —t)I,)) < tIn(det(B~1A)).
puis, en ajoutant In(det(B)) a gauche et a droite :
vVt € [0, 1], In(det(tA+ (1 —¢t)B)) < tln(det(A)) + (1 — t) In(det(B)).

Donc |la fonction ¢ = Inodet est concave sur S, (R) |.

o Montrons la stricte concavité de p.
Soit ¢ €]0, 1[ et A, B € ST (R).
Le cas d’égalité de I'inégalité de concavité de ¢
In(det(tA + (1 — ¢)B)) = tin(det(A)) + (1 — ¢) In(det(B)).
est obtenu d’apres nos calculs précédents lorsque :
VA € Sp(B7tA), In(tA + (1 —¢t) - 1) = tIn(A) + (1 — ¢) In(1).
Mais d’apres la stricte concavité de In sur R* (cf. ci-apres),
puisque t €]0, 1], cela signifie que Sp(B~*A) = {1}.
Or la matrice B~ A est diagonalisable, donc elle est semblable & I,,, donc égale & I,,.
Donc A = B.
D’ou ‘la stricte concavité de ¢ ‘

e Montrons la stricte concavité de In sur R* .
Nous partons du fait que In” : ¢ ;—21 est strictement négative sur R, .
Soient a,b € R avec b > a et t €]0, 1[. Soit m = ta + (1 — ¢)b.

a

Puisque a < m, on a : / (@ —m)In"(t)dt <0,
——— N~

m
<0 <0
donc, d’apres la formule de Taylor avec reste intégrale sur [a, m] basée en m :
In(a) < In(m) + In'(m)(a — m) (1)

b
De facon similaire, puisque b > m, on a : / (b—m)In"(t)dt < 0, donc :
" 0 0
> <

In(b) < In(m) + In’(m) (b — m). (2)
En calculant ¢ x (1) + (1 —t) x (2), il vient :
tln(a) + (1 — ) In(b) < 1 X In(m) + In'(m) x 0.
autrement dit :
In(ta+ (1 —t)b) > tln(a) + (1 —¢) In(b).

Donc ‘ln est strictement concave sur R* ‘

REM. Les inégalités (1) et (2) traduisent le fait que, sauf au point m, la courbe de In est
située strictement sous sa tangente basée en m.
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IIT Groupe orthogonal associé a une matrice symétrique définie positive

A toute matrice A € S (R) on associe son groupe orthogonal :
O(A) = {M € M,(R) ; MTAM = A}

24. Montrer que O(A) est un sous-groupe de G/, (R), isomorphe a O, (R).
On pourra montrer qu’il existe une matrice B telle que A = BT B,
et chercher un isomorphisme sous la forme M — B~ 'MB.

e Puisque A € S;FT(R), il existe P € Op(R) et (A1,..., Ap) € (R%)™ tel que :
A = Pdiag(\1, ..., A\ PT.
Posons
B = Pdiag(v/A1, ..., vVn)PT.

Alors B € SHH(R) et |A= B2 = BTB|
e Soit & : Gl,(R) — Gl,(R) un automorphisme de G/, (R).
M — BMB™!
Alors, pour tout M € O(A),

MeO(A) < MTAM=A
<~ M"BT"BM =B"B
— B 'MTBTBMB'=1,
< (BMB Y (BMB™') =1,
— (M) € O,(R).

Donc O(A) = (0, (R)).
Or @ est morphisme de groupes et O, (R) est un sous-groupe de G/, (R),
donc ‘ O(A) est un sous-groupe de G/, (R) ‘

O(A) est isomorphe a O, (R) ‘

et comme P est un isomorphisme,

25. Montrer que O(A) est une partie compacte de M,,(R).

Notons ¥ : M,(R) — M,(R) est linéaire en dimension finie, donc continue.

M — BMB™!
Or O(A4) = ¥(0,(R)), donc ‘O(A) est compact‘ comme image d’un compact par une appli-
cation continue.
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IV Sous-groupes compacts de G/,(R)

Dans cette partie, G désigne un sous-groupe compact de G¢,(R). On désire montrer que G est
alors isomorphe & un sous-groupe de O, (R).

26. Montrer que pour tout M € G, |det M| = 1.

L’application | det | est un morphisme continu de G/, (R) dans R .

Donc elle envoie G, sous-groupe de G/, (R) compact sur un sous-groupe compact de R .

Or tout sous-groupe de R* non trivial contient un élément a # 1, donc contient {a*; kcZ}
qui est non borné, donc non compact.

Donc 'image de G par | det | ne peut étre que {1}.

Donc | pour tout M € G, det(M) =1 ‘

27. On pose :
C={MX; (M,X)eGx B}

Montrer que C est compact, et que 0 est un point intérieur a C.

Notons f : My(R)2 — M, (R) continue, car bilinéaire en dimension finie.
(M, X) — MX

Or G x B est compact comme produit de compacts.

Donc ‘C est compact ‘

La partie C contient {I,X ; X € B} =B car I, € G.

Donc C contient la boule ouverte de rayon 1 centrée en 0.

Donc ‘ 0 est un point intérieur a C ‘

28. Montrer qu’il existe une unique matrice A € S,/ (R) telle que C C B4 et qui soit de dé-
terminant maximal. On pourra commencer par montrer que £ = {A eSHR); CcB A}
est non vide, compact et convexe, puis utiliser la question 23 pour démontrer 'unicité.

Posons £ ={A € SF(R); C C Ba}.

e Comme C est compact, il existe R > 0 tel que C C B(0, R).
Alors, pour tout X € B(0, R), (%InX | X) = (‘%")2 <1
Donc B(0, R) C B,

R n
Donc ﬁ[n eé&.

Donc ‘5 est non vide ‘

e Pour tout A € &, B[n—BCCCBA,
donc d’apres la question 20,

donc d’apres la question 21,

o Montrons que & est fermé.
Soit une suite (Ay); € EN convergeant vers une matrice A € M,,(R).
Alors A € §F(R) car S;F (R) est fermé.

17



Justifions que S;F (R) est fermé.
Tout d’abord, S, (R) est fermé comme sous-espace vectoriel (de dimension finie) de
My (R). Pour tout X € M, 1(R), soit fx : Mp(R) — R
M — (MX]|X).
Ces applications sont continues car linéaires en dimension finie.
Donc pour tout X € My 1(R), f'(Ry) est fermé.

Enfin, & (R) = 5, (&) N ( n f;?l(R+)>,
XeMy 1(R)
donc S (R) est fermé comme intersection de fermés.

Or, pour tout k € N, C C B4,, donc pour tout X € C, (4, X | X) < 1.
Or lapplication M,(R) — R est continue,
M — (MX|X)
donc & la limite, (AX | X) = klim (ApX | X) < 1.
—00
Donc A € €.

Ainsi, | £ est fermé |.

o Montrons que &€ est convexe.
Si A et B sont dans € et t € [0, 1],
alors pour tout X € C, (AX|X)<1let (BX|X)<1,
donc pour tout X € C, ((tA+ (1 —t)B)X | X) < 1.
Donc tA+ (1 -t)Be€ SF(R) et C C Biatra-vB-

Donc | £ est convexe|.

e Montrons l’existence du mazimum de det sur €N ST (R).
Puisque £ est un compact non vide et que ’application det est continue,
max{det(A) ; A € £} existe et est atteint en une matrice Ag € €.
Rappelons que #In € &. Or det(#[n) > 0, donc det(Ap) > 0.

Or Ap € SF(R), donc Ay € ST (R).

D’ou | I'existence de la matrice A € S;F " (R) de déterminant maximal telle que C C B4 |-

e Montrons ['unicité.
S’il y avait deux matrices A et B dans C maximisant le déterminant,

A+ B
alors A, B € ST (R) et + € &€ et 'on aurait :

det(2E2) < det(A) = det(B).

D’ou :

In(det(4%5)) < 1 In(det(A)) + L In(det(B))
mais c’est absurde, car ceci enfreint la stricte concavité de la fonction ¢ = Inodet vue a la
question 23.

D’ot |l'unicité de la matrice A € §;FT(R) de déterminant maximal telle que C C By |
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29. Montrer que G est un sous-groupe de O(A).

Soit. A la matrice fournit par la question 28.
Puisque A appartient a ’ensemble £ introduit a la question 28,

VRe G, VX e B, (ARX|RX) <1
Donc, pour tous M, N € G et X € B,

(MTAMNX |[NX) = (A(MN)X |(MN)X) < 1.

De plus, MTAM € S}*(R), donc MTAM € €.
Enfin, d’apres la question 26, det(M) = 1, donc det(MTAM) = det(A).
Ainsi, MT AM maximise det sur £, donc d’apres la question 28, MTAM = A.
Donc M € O(A).
Ainsi, G est un sous-groupe de G/, (R) est est inclus dans le sous-groupe O(A),

donc ‘ G est un sous-groupe de O(A) ‘

Partie C : Croissance du groupe de Heisenberg discret
I Croissance d’un groupe

Soit G un groupe de neutre e, engendré par une partie finie S = {Si}ie[[l, N]: A tout élément
g € G — {e} on associe sa longueur relativement & S par :

ls(g) =min {Sf Jai| |g=si"...5i* ; si €S0, € Zf,
ls(g) est le nombre minimal d’éléments de S permettant d’obtenir g. Par convention, on pose
¢s(e) = 0. On note alors, pour p € N :

Vs(p) ={9 € G ; ts(g) < p},

Vs(p) est 'ensemble des éléments de G s’obtenant a partir d’au maximum p éléments de S. Nous
dirons que G est un groupe a croissance polynomiale de degré d € N si et seulement s’il existe
deux réels strictement positifs « et § tels que, pour tout p > 1 :

ap? < |Vs(p)| < Bp?.

30. Montrer que pour tous g et h dans G, g (g_l) =1s(g) et £s(gh) < ls(g) + Ls(h).

Soient k = £s(g) et £ = £s(h).
Il existe s1,..., Sk, t1,...,ts €S et ay,..., ag,b1,..., by € Z tels que :

g=85"...5:.% et h = 10 .. tpbe.
= s % ...517%, donc £s(g71) < Ls(g)-
Or, on a de méme £s((g71)7!) <k =£ls(g?), donc | Ls(g™1) = Ls(g) |
De méme, gh = 512 ... s5,%t;% ... ;% donc ‘Kg(gh) <k+0=1s(g)+Ls(h) ‘

Alors g~ !
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31. Soit ¥ une autre partie finie génératrice de G. Montrer qu’il existe deux constantes C' et C’
strictement positives telle que, pour tout g € G :

Cls(g) < Is(g) < C'ls(g).

En déduire que le fait que G soit un groupe a croissance polynomiale de degré d ne dépend
pas du systeme S de générateurs choisis.

e Soit M = max({ls(0) ; o0 € ¥)}).
Soit g € G quelconque. Soit k = ¥x(g).
Alors g peut s’écrire sous la forme g = 01 ... 0
Or, pour tout i € [1, k], £s(0;) < M.

ag

Donc, d’apres la question 30, £s(g Z Mla;| = Mtx(g).
=1
Donc en prenant C' = M~ > 0, nous avons démontré que :

Cts(9) < L2(9)).
Symétriquement, il existe C’ > 0 tel que :
[¢2(g) < C'ts(g)]

e Supposons que G soit un groupe a croissance polynomiale de degré d vis-a-vis de S.
Il existe donc «, 8 € RY tels que, pour tout p > 1 :

p? < |Vs(p)] < Bp”.
Soient ¢ > 0 et p = &.
Alors, pour tout g € Vs(p), £s(g) < p, donc ¢x(g) < C'ls(g9) < C'p=q.
Donc g € Vx(q). Ainsi, Vs(p) C Vx(q).
Or [Vs(p)| > ap", done|Va(@)] > ap” = (ga)a" |

Soient ¢ > 0 et p = &.
Alors, pour tout g € Vs(g), £5(g) < ¢, done £s(g) < O~ s(g) < .
Donc g € Vs(&). Ainsi, Vx(q) C Vs(p).

Or |Vs(p)| < Bp?, donc |[Vs(q)] < Bp? = (&) d?

Donc ‘ G est également a croissance polynomiale de degré d vis-a-vis de X |.
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32. Soit p € N. Dénombrer le nombre de triplets (z,y, z) € N3 tels que = +y + 2z < p.
En déduire que (Z3, +) est un groupe a croissance polynomiale et déterminer son degré.

e Soit A, = {(z,y,2) e N®; z+y+ 2 < p}. Alors :

p p—r p—z—Yy p p—=z p

p—x+1)(p—x+2

= T T 1= Yp-z-y+n=) EoIEI0oorD
z=0 y=0 2=0 z=0 y=0 =0

En posant k =p — x + 2, il vient :

RS OE () ()-03) )

Donc :
+3)p+2)(p+1
(@) €N o4yt <py = 2EI@TA@TY)
1 0 0
e Soit S = O),({1],(0 un systéme de générateur de Z3.
0 0 1
x 1 0 0
Un élément quelconque g = | y | de Z3 peut s’écrire: 2 [ 0 | +y | 1 | +2( 0],
z 0 0 1

donc sa longueur vis-a-vis de S est au plus |z| + |y| + |2]-
Toute autre combinaison d’entiers z/, v/, 2’ avec |2/| + |¢/| + |2/| < |z| + |y| + |z| ne peut
reconstituer g, par unicité de expression de g dans la base S, lorsque Z3 vu comme un sous-
groupe du Q-espace vectoriel Q3.
Alors :

%

Vstp)=q| v ] lzl+lyl+lzl<p

z
Si on ne comptait que les termes de N® de longueur inférieure & p, on en aurait (p;:g).
Donc (” Jg?’) est un minorant de [Vs(p)|.
Mais en tenant compte du signe, chaque triplet (|z, |y|, |2|) de N® peut correspondre jusqu’a
huit triplets (z,y, z) de Z3.
Donc 8(” f’) est un majorant de |Vs(p)|. Ainsi :

3
+3 +3\ 4
p6<(p3 )<\Vs(p)|<8(p3 >=3(p3+6p2+11p+6)<32p3-

(Pour la derniére majoration, on a utilisé le fait que 1 < p < p? < p?).

Cet encadrement justifie que ‘ZS est un groupe a croissance polynomiale de degré 3 |.
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II Le groupe de Heisenberg discret

Dans cette partie, n = 3. On considére les trois matrices suivantes :

1 00 110 1 01
S=1 011 T=1 01 0 U= 01 0
0 01 0 01 0 01

On note A = {S,T,U}. H désigne alors le sous-groupe de G/3(R) engendré par A.

33. Pour tout (i, j, k) € Z3, calculer S*TVU*.

Gréace au bindme de Newton, parce que I3 et Fo3 commutent,
Si=(I34 Ep)i =) <k) (B23)" = I3 + iEas.
k=0
De méme pour 77 et U* de sorte que :
SUTIU* = (I3 4 iE23)(Is + jE12)(I3 4+ kE13) = I3 4 iEs3 + jE1z + kEis.

Ainsi,

N

SUTIU* =

o O =
O =S
— .

34. Pour (i,j,k,i',j', k") € Z°, déterminer un triplet (i", j”, k") € Z3 tel que :
SITIUkSTTIUN = 57T UK,

STIURS'TI'UF = (I3 +iEss + jE12 + kE13)(I3 + i’ Ea3 + §'E12 + k'Fi3)
= I3+ (t+d)Ex+ (j+j)E12+ (k+K)E13+ i jEi12E3
= I3+ (i+i)Exs+ (G+j)Ew2+ (k+k +1ij)Es

—  giti pitd ktk

Le triplet attendu est donc ‘ @ 3" K =6+, G+7), (k+ K +4'5) ‘

35. Vérifier que U commute avec tous les éléments de H, et que pour tout (i,5) € Z2 :
SITIUY = TI5°,

e Fi3 commute avec E1o et avec Foz, donc en ajoutant I3 qui est central,
U commute avec S et T', donc ‘ U est un élément central de H ‘

e On utilise la question 34 pour la seconde partie de la question :

Ti S = (SOTIUO)(SITOUO) = STIU |
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36. Le groupe H est-il commutatif 7 Quel est le groupe engendré par (S,7T)?

e Le groupe ‘H n’est pas commutatif ‘, puisque d’apres la question 35,
TS =STU #£ ST.
e Remarquons que U = T-1S~1STU =T-1S1TS.
Donc ‘ (S, Tyyg=(S, T, Uyg=H ‘

37. Montrer que 'application f définie par :
f: 73 — H
(i,5,k) ~ STIUF
est bien définie et bijective. Est-ce un isomorphisme de groupe (en munissant Z* de sa struc-
ture usuelle) ? Peut-on munir Z3 d’une structure de groupe telle que f soit un isomorphisme ?

e D’apres la question 33, cette application f est I’application :
f: 72 — H

1 j k&
(i,5.k) — [0 1 4
00 1

qui atterrit bien dans H par stabilité du produit dans le groupe H.

o Elle est [injectivel, car (I3, Eas, Eas, Ei3) est libre.

e Pour montrer qu’elle est surjective on peut raisonner par récurrence sur la longueur d’un
mot relativement a A = {S,T,U} et montrer que tout élément dans H peut s’écrire (de fagon
unique, d’aprés I'injectivité de f) sous la forme S*TIUF :

e C’est vrai pour le mot trivial : I3 = ST9U° de longueur nulle.

e Soit k > 0.

Supposons que le résultat est vrai pour tout élément de H de longueur k.

Soit M € H de longueur de k + 1.

Il existe donc N de longueur k tel que M € {SN, S™'N, TN, TN, UN, U"'N}.
Par hypothése de récurrence, N s’écrit sous la forme ST7U*.

Les cas SN et SN ménent directement au résultat attendu.

Les cas UN et U"!N y ménent également par commutativité de U avec S et T.
Restent les cas T°N avec € € {£1}. Avec la question 35, on a :

TEN = Tz—:siTjUk — Sz Tz—:Usi Tj Uk — S’L Tj+€ UkJrsi.

Ceci clot la récurrence et prouve que ‘ f est bien surjective ‘

° ‘Il ne s’agit pas d’un isomorphisme de groupes ‘ puisque Z? est abélien alors que H ne est
pas.

e Si I’'on munit Z? de la loi issue de H par « tiré en arriére par f » :
(a,b,¢) ® (a0, ) == f1(f(a,bc) x f(d,V,d)) =(a+d,b+¥, c+c +bd).

alors | (Z3, @) est un groupe isomorphe & H |.

Cette loi @ vérifie bien les axiomes d’une loi de groupe, a savoir :

— @ est une loi de composition interne associative;

— 1’élément (0,0,0) est le neutre de @ ;

— D’élément (a, b, c) a pour inverse (—a, —b, —c + ab) ;
puisque ces propriétés sont vraies dans H et sont transportées telles quelles dans Z3 par la
bijection f~1.
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38. Soit M € H et p € N*. Montrer que si £4(M) < p, alors il existe (4,7, k, z) € Z* tels que
M = S'TIU*= avec |i| + |j| + |k| < p et |2 < |ij]. En déduire que [Va(p)| = O (p*) quand
p tend vers +oo.
On pourra utiliser les résultats de la question 35.

‘Les deux parties de cette question sont impossibles ! ‘

e On s’attendrait a devoir faire une récurrence sur p, mais on trouve des contre-exemples.
En effet, considérons M = T~1S3T. Alors £4(M) < 5.
Pourtant, I'unique triplet (4,7, k) tel que M = S'TIU* est (3,0, —3) :
T183T = S3T-1U 3T = $3T0U 3.
Et comme on le voit, i = 3, j = 0, donc ij = 0, donc z = 0 (car |z| < |ij]), donc k = —3,
mais alors |i| + |7] + |k| > 6

e Notons A, = {(i,4,k,2) EN*; i +j+k<pet z<ij}
| Ap| < [Va(p)| < 16]4,.

Il s’agit donc de montrer que |4, | = O(p?).

P p—i p—i=j
[Apl =2 > > (1+ij).

i=0 j=0 k=0

En minorant les « 1+ » par 0 et aprés changement de variables en i = p — 7, on obtient :
p o/ .. .
LA+ 1) i+ 1)(20+ 1)
450 > Yo —a) (M .

=0

0 —1

Or, en reconnaissant des sommes de Riemann,

J 3 51 S 5 L p° 5
o sz =p X—Z(f) 25 P /Oazdaz+o(1) pjmz+0(p);

P = P
% Zz =p ><1i(f)4 = p5</1x4d:1:+0(1)) p—5+o(p5)'
PP pP—>00 0 —00 § !
p
o), o 3 _ _ 5
* Z(p—z)zgp = o(p® doncz — )i = o(p°).
=0 =0
Donc :
Y-t~ 2
v 6 pooo 120°
1=0
Ainsi,
5
P = 0(4,)]

ce qui est contraire a la conclusion attendue.
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38. [Proposition alternative]
Soit M € H et p € N*. Montrer que si £4(M) < p, alors il existe (i, j, k) € Z* tels que
M = S'TIU* avec |i| < p, |j| pet |k| < p?
En déduire que [V4(p)| = O (p*) quand p tend vers +oo.

Notons 4, = {(i,5,k) € Z® ; |i| <p, i <p, |2| <p*}. o
Pour tout p € N, notons P, : « VM 6 H, &4( )<p = 3(i,5,k) €Ay | M = SYTIUk. »

e Nous le montrons par récurrence sur p.

Sip=0, M =1, =ST°U° et (0,0,0) € Ag. Donc Py est vérifié.
Soit p > 0. Supposons que pour tout mot de longueur au plus p, il existe
(i,7, k) € Z* tels que M = S*TIU* avec |i| < p, |7] < p et |2] < p?.
Soit M de longueur p+ 1. Soient A € A, e € {£1} et N € H de longueur p tels que M = A*N.
Alors par hypothese de récurrence, il existe (4, j, k) € A, tels que N = SITIU*k.

— Si A= 5, alors N = S"eTIU* et (i +¢,j,k) € Apt1.

— Si A=U,alors N = UsS*TIU* = S‘TIUk + ¢ et (i,,k +¢) € Apt1.

— Si A=T, alors N = T¢S'TIU* = SiTiteyh+e,

Or |i| < p, donc |i| < p+1; 7] < p, donc |j+e| <p+1;et|k+ei| < p< (p+1)2

Dong, il existe (¢, j', k') € Apq1 tels que A = SYTI'UX | ot Ppi1.

Ainsi, |Vp €N, VM € H, 4(M) <p = 3(i,j,k) € Ay | M = S*TIU".

e Nous venons de démontrer que V4(p) C {S‘TIU* ; (i,j,k) € A,}.
Donc [Va(p)| < [4p] = (2p+1)- (2p+1) - (2p* + 1) < (3p) - (3p) - (3p°) = 27p™.
Donc | [Va(p)| = O(p") |

39. Montrer que, pour tout (i,j, k) € Z3, si |i| + |j] < p et |k| < |ij|, alors £4 (SiTjUk) <p

‘ Cette question est impossible ! ‘

Soit M = STU-'. Alors (4,7,k) = (1,1, —1) et vérifie les hypothéses de I’énoncé avec p = 2.
Pourtant, £4(M) = 3 (aucun élément de longueur 2 ne vaut STU1).
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39. [Proposition alternative]
Montrer que, pour tout (4,7, k) € N3, si i +j < p et k < ij, alors £4 (SiTjUk) < 2p.

Soit (4,7, k) € N3 tel que i +j < p et k < ij.

Soit B = {(,§") € [1, ] x [1, 4] ; #§" < k}.

Soient k' = max(B) et (i',j') € B tel que i'j' = k'.

Notons ¢, j”, k" tels que i = ¢ +1i", j =7 + 7", k=K + k".

Par définition de k', ona: (' +1)j > k=K + k" =4'j + k", donc k" < j'.
De méme, i'(j' + 1) > k fournit & < 4'.

Sii" = 3" =0, alors k¥ =4j =ij, donc ij = k et k" = 0.

Sinon, ¢ > 0 ou j” > 0.

SlTjUk _ S,L'/Jr,i// Tj/+j" Uk/+kl/
_ S,L'// (S,L/ T]/ U,L/Jl) Tj// Uk/l
S,L'// (TJ/ S,L/) Tj” Uk_//
S (i’ 81y 79" sii’ =4"=0
= { SUL(STF U TR ST T s >0
Si// T]/ Si/_k// (Sk// TUk//) Tj//_l o j// > 0

S (19" 87y 13" sii’ =4"=0
= { VNI 8TV K SV T sid’ >0
S” I SR ST si 7 > 0
Dans les trois cas, le nombre de générateurs employés ultimement est égal a
(i//_1)+k//+1+(j/_k/,)+i/+j//:i//+j/+i/+j,/:i+j‘

Ainsi, | £ 4 (SiTjUk) < plorsque 4,5,k >0, i+j<petk<ij|
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40. Montrer que :
P

3 . N
. o . D i i
card{(z,j,k)€N3;z—i—yépetkézg}};i p(l—p)
i=0

et déterminer un équivalent de cette derniere quantité quand p tend vers +oc.

Soit A, = {(i,5,k) eN?; i+j<petk<ij}
Alors :

4l - YT

©
Il
o

I
o M‘@w
M=
~
—~

V

N |
.M"@
D

=
w
i
=
=l
=
=

\Y}
|
M@

Ja=)
P p

< 1 et done (1 + %)% compense le terme —

Lli

(1) car 0 < pE

2
P
e Par continuité de I'application z +— z(1 — z?) sur [0, 1],

1pz'( i)2 1 ) 1
-y i(1-2) — 1—2)2dz = —.
p—o0 0.%‘( x) z 12

Donc | |A,|
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41. En déduire que H est un groupe a croissance polynomiale de degré 4 .

Nous nous appuyons sur les énoncés (probablement erronés) des questions 38 et 39.
Nous notons & nouveau A, = {(z',j, E)eN3; i+j<petk< zg}
Les questions 39 et 40 fournissent un sens de l'inégalité (asymptotiquement seulement) :

ot

Va)l > 4]~ 2

La fin de la question 38 fournit l'autre sens de l'inégalité (asymptotiquement seulement) :
Valp)l = 0@

p—
Il existe donc o, f > 0 (avec o = 1—16, par exemple) et N € N tels que :
Vp > N, ap’ < Valp)l < Bp*.

Soient o/ = min {W“;ip” s pel, N]]} >0 et /' = max {Wéip)’ s pel, N]]} > 0.

Alors :

Vp € [1, N], o’p* < Va(p)| < B'p".
Finalement,
Vp € N*, min(a, a')p* < [Va(p)| < max(s, §')p*.

Donc | H est un groupe a croissance polynomiale de degré 4 ‘

FIN DU PROBLEME
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