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Sur quelques sous-groupes de GL,(R)

Partie A — Sous-groupes finis de O, (R)

I — Généralités

Soit G un sous-groupe de GL,, (R).
Q.1 e G est fini. D’apres le théoreme de Lagrange, 'ordre de tout élément de G divise ’G| Donc pour tout A € G on a
AlGl = ¢ | ce qui montre que G est d’exposant fini .
e G est fini donc I'ensemble TrG = {TrA | A€ G} I’est aussi.

Q.2 Considérons :
1
G= ¢ ‘ a€R
0 1

C’est un sous-groupe infini de GLy(R) et TrG = {2} .
Q.3 Considérons G = (Z/2Z)N le groupe des suites & valeurs dans Z /27 muni de 1’addition. G est infini et d’exposant 2.

IT — Cas particulier : les sous-groupes finis de Oy(R)

Q.4 Soit A = (Z Z) €S02(R). Ona ATA =1, et det(A) = L.
On a donc le systeme :
a?+c2=1
V+d®=1
ab+cd=0
ad —bc=1

De a® + ¢? = 1, il existe 6 € [0, 27] tel que a = cos (#), ¢ = sin (6).
Le systeme devient
bcos(f)+dsin(d) =0
—bsin(f)+dcos(f) =1
bV +d*=1
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par suite

0 sin(0)
1 cos(0)
cos (f) sin (6)
—sin (0) cos (6)

cos(d) O
=—sin(0) ,d= —sin9) 1 = cos (0)
’ cos (f) sin (6)

—sin (0) cos (6)

b:

Donc‘ A= Ry avec 0 € [0,27'('[‘ .
Q.5 Soit § € R. On pose G = (Ry).
a) On sait que (Ry) est le plus petit sous-groupe de GLy(R) contenant Ry et (Ry) = {(R@)k | ke Z} .

Comme (Re)k = Ry pour tout k € Z , donc |G = (Ry) = {ng | ke Z} .
b) Sif# =2 me N*alors (Rg)" =1 . Si k,h € [1,m], h # k alors (Rg)" # (Rg)" .

Par suite G = {12, Ry, (R9)2 Seeey (Rg)mfl} , il est donc cyclique d’ordre ’G| =m.
c) Ona G = (Ry) ={Riy | k € Z} .

Si G est fini alors il est d’exposant fini, il existe m € N* tel que R,,9 =I5 , par suite mf = 2kw et k € Z ,
donc Q = % €Q.

T m
De la question Q5.b) on a l'autre implication .

0
Ainsi : |G est fini si et seulement si — € Q.
71'

d) Supposons G d’exposant fini : il existe m € N* tel que A™ =I5 pour tout A € G, en particulier
(Ro)™ = Ryp = Iz . Cela implique mf = 0 mod [27], donc g € Q, et par la question c¢) G est fini.
e) Ona TrG = {TrRyy | k€ Z} = {2cos(kb) | k € N}.
Si TrG est fini, alors il existe n,m € Z , tels que n # m et cos(nf) = cos(mb) . Donc nf = £mb mod [27] , ce
qui donne g € Q . D’apres la question Q5.c¢) G est fini .
Q.6 Soient 4,6’ deux 1%618. G = (Ry, Ry') .
a) e Dans l’énoncé d’origine on demande de démontrer que : ’G‘ =|(0Z +6'Z) N[0, 2n]| .
En général ce résultat n’est pas vrai :
Par exemple si 6 = 37” et @ =3, alors 0Z +0'Z = 37”2 et (GZ + Q’Z) N[0, 2n[ = {0, 37”
Mais <R%W,Rg,r> — <R%> - {IQ,R%,RMR%W} .

e Montrons que ’G| = ‘GZ+ GIZ‘ :
Ry et Ryr commutent , donc
G = {(Ro)" (Re')" | (p.a) € Z°} = {Ryporq0r) | (0,q) € 2%}

Tout A élément de G s’écrit d’une maniére unique de la forme A = R( ) avec (p,q) € Z? . Ce qui

po—+q6’

définit une bijection entre G et I'ensemble 0Z + 6'Z = {p9 +qt | (p,q) € ZQ} .

Ainsi | |G| = |0Z+0'Z

Ce cardinal peut étre infini, comme dans le cas @ =1 et § =2 .
b) Soit p, g premiers entre eux .
On a

™ 7r 7r
—Z+ —7Z=—(qZ + pZ)
p q pq

comme pged(p, q) = 1 alors ¢Z + pZ = Z , par suite
Tz2+lz2="1
b q pq



Donc

2 2nqg — 1
74z szo,zﬂ:{oﬁ,”,...,w}
p q rq Pq pq rq

Ainsi .

c) On a gZ + pZ = pged(p, q).Z , donc
™ Vs Vs s
~Z+ ~7 = —(qZ+ pZ) = —pged(p,q) .Z
P q Pq Pq
Comme pg = pged(p, q).ppem(p, q) alors
Ty T T
p ¢  ppem(p,q)

par suite (ZZ + ZZ) N [0,2[| = 2ppem(p, q).
. 2pq
Ainsi ‘ Rz, Rx ’ = 2ppem(p,q) = ————
< » > (.q) pged(p, q)

Q.7 Soit G un sous-groupe fini de SO2(R). Montrons que G est monogene.
D’apres Q4 tout élément de G s'écrit Ry avec 6 € [0, 2x[, donc I'ensemble U = {6 € [0,27[ | Ry € G} est fini.

e Si G = {I,} il est monogene .

e Si G # {Is}
Soit 8y = min(U \ {0}) ( existe car U est fini non réduit & {0} ). On a Ry, € G et (Rp,) C G .
Soit Ry € G et 0 € [0,27[ . Posons

k= {GJ et p=60—kby € [0,00]
0o

Alors
R, =Ryg.R_1p, = Ro.Ry € G
Donc p € U , par minimalité de 6y, on a p = 0.
Par suite Ry = Rf € (Rg,) donc G C (Ry,).
Ainsi ‘ G = (Rp,) est monogéne‘ .

Q.8 Soit m € N*et D,, = <R%,S > c 05(R).

jus
2

a) On a

D, - {f[ (Rae)" (55)" TT (59)" (s )"

i=1 =1

reN; piaQiEZ}

Puisque (Sg)2 = Ry =1, alors D,,, est de la forme

DM{HRQ’;“-SE?HSSRZT ; Remg €N q,meZ}
1=1 i=1

Avec cette écriture le déterminant d’un élément est égal & (—1)" ou 1 . Donc

2r 2r
D ﬂSOQ(R) = {H R%.S% ; HS%R%% ; R%
i=1 i=1

reN; g, piEZ}

On écrit alors

T T

DmﬁSOQ(R> = {H (RmS%RMs%) ; H (S%RMS%Rm) ; R%\'Tq ‘ (k’“hz) = (pgifl,pgi) S ZZ }

m

i=1 i=1



Comme S, R3S, = R_p alors

L’application
¢: DnNSO(R) — D, \SOz(R)

A >S54
est bijective et ¢ (D,,, N1 SO2(R)) = Sz (D, N1 SO2(R)) = Dy, \ SO2(R).
Donc
[Don| = [P 1S02(R)| + Do \ SO2(R)| = 2/ N1802(R)| = 2| (R

)

el

Or <Rzl> est d’ordre m donc | [Dy,| = 2m | .
b) Soit G un sous-groupe fini de Oz(R) non inclus dans SO3(R).

Donc G contient une symétrie S, pour a € R. L’ensemble H = GNSO2(R) est un sous-groupe fini de SO3(R),
les questions Q7 et Q5 donnent H = <R%> avec m € N*.
On a

A € G\ H si et seulement si S, A € H

donc G = <Rzl> USa <R2l> . Considérons le morphisme de groupe

m

®:G = Dy tel que @(RQJ) = Rzx et ®(Sa) = S.

2

® est surjectif par construction et |G| = |D,,| donc c’est un isomorphisme de groupes.

ITI — Une caractérisation des sous-groupes finis de O, (R)

Dans cette partie, G est un sous-groupe de O, (R).

Q.9 Théoreme de réduction des matrices orthogonales :

Soit M € O,(R). Il existe une matrice P € O, (R) et des nombres 61,...,60, € [0,27] , p,q € N tels que
M = P.Diag(Rg,,...,Re,,~1,,1,).P"

Q.10 Supposons G d’exposant fini : il existe m € N* tel que A™ = 1,, pour tout A € G.
Soit A € G. Par la question précédente, il existe P € O, (R) et 61,...,0, € [0,27] , p,q € N tels que

A = PDiag(Ry,,...,Rg,,~1,,1,) .PT

donc
A™ =1, = P.Diag (Rmg,,- - -, Rme,, (—1)™1,,1,) .PT
par suite mby,...,mb, € 2r7Z et m € 2N* | donc pour tout i € [1,7] on a 6; € % avec k; € [0,m][ .

Comme Tr(A) = > 2cos(0;) +p— q et 2r + p+ g = n alors
i=1

m

r ok
TrG = {22c0s< mk ) +(2r+2p—n) } re[0,5],pe[0,n—2r], k; € [0,m] }
i=1

Il n’y a qu'un nombre fini d’éléments dans cet ensemble ( chaque élément correspond au choix de r,p et un r-uplet

2

de [0, m] , au maximum on a n*m” éléments ). Ainsi TrG est fini.



On suppose que TrG est fini. On munit ., (R) de son produit scalaire usuel :
(A|B)=Tr (A"B).

On note # = Vect (G) et d = dim .#. Les coefficients d’une matrice M sont notés M; ;

Q.11 On a G engendre % qui est de dimension d, donc le rang de G , comme famille de vecteurs, est d.
Ainsi il existe Aq,..., Ay € G tels que (Ay,..., Ag) est libre et .F = Vect(G) =Vect({A1, ..., Aq}).
Donc & = (Ay,...,A,) est une base de .#.

Q.12 Posons %y = (Ep ¢)(p,q)e[1,n]? la base canonique de .#,(R) qui est orthonormée pour le produit scalaire usuel.
Soit B = ((4; | AJ>)(i,j)e[[1,d]]2 et C = Matg,(A1,...,Aq) .

a) La longueur des colonnes de C est n? , donc C est de taille n? x d et | C € 2 4(R) | .

b) Ona C = Matg,(A1,...,Aq) = [ A ‘ ‘ Z4 } , avec Z; vecteur colonne des coordonnées de A; dans %, .
Donc
zy

cT o= : { A ‘ ‘ Zq } = (Z:'Zj>(i,j)e[[1,d]]2
Zy

La base % est orthonormée, donc (A; | A;) = Z;'.Z; pour tout (i,7) € [1,d] .
Ainsi .
c) On a Ker (C) C Ker(CTC) et si x € Ker(CTC) alors #'CTCx = ||Cz||> = 0 donc Cx = 0 , par suite
Ker(CTC) c Ker (C) .
Done Ker(C'C) = Ker (C) et | 1g(B) = 1g(CT C) = 1g(C) | .
On arg(C) =rg(Ai,...,Aq) =d , donc rg(B) =d . Or B € .#4(R) donc elle est inversible.
Q.13 Soit M € G. On pose M = ilxjAj, Xor = (21,...,24) et Yo = <<A1 | MY, .. (Ay | M)) T,

J
On a

(Yar)i = (Ai | M) = <Ai

d d d
Z%’AJ> = ij (Ai | Aj) = ZBi,jIj = (BXum):
j=1 j=1 j=1

Donc Yy, = BX )y, ainsi ’ Xy =B Yy ‘ (car B est inversible).
Q.14 Soit i € [1,d] . On a (Yar); = (4; | M) = Tr(A] M). Comme A;,M € G C O,(R), donc A = A;' € G et
Al M € G . Par suite (Yar); = Tr(A] M) € TrG.
Comme TrG est fini ( par hypothese), chaque (Yar); prend un nombre fini de valeurs, donc
{Yu | M € G} C (TrG)? (Yo pris comme un d -uplet), d’'ott {Yas | M € G} est fini.
Soit 'application ¢ : G — {Yy | M € G} avec p(A) =Y4 = BX4 pour A€ G .
Toute matrice A € G est déterminé, d’'une maniére unique, par ses coordonnées Xp; dans la base Z.
Donc ¢ est bijective et |G| = |{Ya | M € G}|. Ainsi G est fini.

Partie B — Sous-groupes compacts de GL,(R)

I — Quelques propriétés utiles

My 1 (R) est muni de son produit scalaire canonique noté (.|.) et de sa norme associée ||.||.
Soient A € §;T(R) et B € S,(R).



Q.15

Q.16

Q.17

Q.18

On pose, pour X,Y € #,1(R) : (X,Y),=(AX |Y).
o Bilinéarité :
Par bilinéarité du produit scalaire (.|.) et linéarité de la multiplication matricielle.
o Symétrie :
Ona: (X,Y), = (AX |Y)=YTAX = (YTAX) =XTATY
or A= AT donc (X,Y), =XTAY = (AY | X) = (Y, X) .
o Définition et positivité :
On apour X #0: (X,X), = (AX | X) = XTAX |,
or A€ S (R) done (X, X), > 0.
Donc (.,.) , est bien un produit scalaire. La norme associée est || X||a = VX TAX.
e Ona %= {X||X|a<1}. Soit r >0, pour A= %I, on obtient Z(0,r) = B4.
OnaAdeST(R)et B€S,(R),soit g: X+— A'BX . On apour X,Y € .#,1(R) :

(9(X),Y), =(AT'BXY), = (AAT'BX|Y) = (BX|Y) = (X|BY) (car B € Su(R))
de méme
(X,9(Y), =(X,A7'BY) , = (AX|A™'BY) = (X|AA™'BY) = (X|BY') (car A € Su(R))
Donc (g(X),Y), = (X,g(Y)) 4 , 'endomorphisme g est bien autoadjoint pour (.,.) ,.
Par le théoréme spectral g et A~!B sont diagonalisables, dans une base orthonormée pour {.,.) , -
Soit A, B € S,(R) , on a
B< A < VX, (BX|X) < (AX|X) < VX,((A-B)X|X)>0 < A-BeS(R).

Soient A, B € ST (R). Par la question Q17, A~ B est autoadjoint pour {(.,.) ,, donc diagonalisable dans une base

orthonormée (V1,...,V,,) pour ce produit scalaire, avec des valeurs propres réelles Ay, ..., \,.
Soit X € ., 1(R) on Pécrit X = > «o;V; donc
i=1
(A"'BX.X), Z)\a et (X, X),=) o} (1)
i=1
Par suite

e Si Sp(A™'B) C ]0,1] : les relations (1) donnent pour tout X € .4, 1(R)

(BX|X)=(A"'BX,X), Z)\a Za (X, X), = (AX]|X)

donc B A.
e SiB<A.
Pour X =V, etie[l,n] ona
(BX|X) = (A'BX,X), = N[ X]5 = A
et
(AX|X) = (X, X),

donc \; <1, comme B € S (R) alors \; > 0 . Par suite Sp(A~1B) C |0, 1].



Ainsi‘B <A < Sp(A~'B) c10,1] \
Q.19 Soit A,B € §;T(R) et B < A.
e Par la question précédente Sp(A~1B) C ]0,1] , ce qui donne

_ det (B)
det(A™'B) = = A<1
A7 B) = Gor ) [I »r=1
AESp(A-1B)
Donc det (B) < det (A) .
e Cas d’égalité :
Supposons det (B) = det (A) , alors det(A™1B) = I A=1.
AESP(A-1B)
On a Sp(A~1B) C]0,1] , si 3\g € Sp(A~1B) tel que \g < 1 alors 11 A < 1, absurde.
AESp(A-1B)

Donc Sp(A~1B) = {1}, or A™!B est diagonalisable donc A~'B =1,, et A = B.
Ainsi ‘ det (B) < det (A) avec égalité si et seulement si A = B ‘ .

Q.20 Soit A, B € §;FT(R) .
e SiB<A:
Pour X € %4 ,on a ||XHZ = XTAX <1, par suite

XI5 =XTBX < XTAX <1

donc X € #p. Ainsi B, C HBp.

e SiAB\C ABp:
Soit X # 0. Posons Y = \|><1||AX’ ona|Y[[5 =YTAY =1 ce qui donne Y € B4 C Bp, donc
XTBX
YTBY = X"BX = <1
111 XTAX

soit XTBX < XTAX. Pour X = 0, I'inégalité est triviale. Donc B < A.
Ainsi ‘ B < A si et seulement si B4 C %Bp ‘ .
Q.21 Soit K une partie de S;F(R).
Soit o € R% tel que A < al, , pour tout A € K.
Donc pour tout X € ., 1 (R)

(AX|X) <o X|?
On a A est diagonalisable dans une base orthonormée (Vi,...,V,) de 4, 1 (R) avec AV, = \;V; .
La relation (1) donne pour tout 4 :
0< N ={AVi|[V)) < a|Vi|? = &
De plus on a

AP = Tr (A7A) =T (4%) = Y 0% < na?

?

Donc K C B (0,ay/n) et K est bornée .
Si K est bornée, il existe a € R tel que pour tout A € K, [|[A] < o .

Soit A € K, avec Sp(A) = {A1,..., A} . Ona |A]2 = 3 A? donc 0 < \; < /o pour tout i .
i=1
Par suite la matrice /al,, — A est symétrique reélle et
Sp (al, — A) = {Va—X; | € [1,n]} CRY,

donc v/al, — A € S (R) . D’apres Q17 on a A < \/al, .



Donc A < +/al,, , pour tout A € K .
Ainsi ‘ KC est bornée si et seulement si 3 o € R telle que pour tout A € K, A 5 ol

IT — Stricte log-concavité de I’application det

Q.22 Soient A4, B € ST (R) et t € [0,1]. La matrice tA + (1 — t)B est symétrique.
Pour X #0ona XTAX >0et X' BX > 0 donc

XTtA+(1-t)B) X =tX"AX +(1-t)X"BX >0

Par suite tA+ (1 —t)B € ST (R). Ainsi ’ S (R) est convexe‘ .
De méme on a S;F (R) est convexe .
Q.23 Soient A, B € S,/ (R) et t €]0,1[. Par la question Q16, A~!B est autoadjoint pour (.,.) ,, donc diagonalisable avec
des valeurs propres Ag,..., A, dans R7.
e OnatA+ (1—¢)Be S T(R) et

det(tA + (1 — t)B) = det (A) .det (tI, + (1 —t)A"'B) = det (A ﬁ (1—t)A (1)

i=1

ce déterminant est strictement positif, donc :

Indet(tA + (1 — t)B) = Indet (A) + Zn:ln(t +(1=t\) 2)

-1
On aln”(z) = —z < 0 sur R¥, donc In est strictement concave (du cours), par suite pour A >0 :
In(t.1+(1—-t)A) >tlnl+ 1 —¢t)lnd=(1—-¢)InA (3)

avec égalité si et seulement si A = 1.

Donc : .
Indet(tA + (1 —t)B) > Indet (A) + Y (1 —t)In(\) (4)
=1
et on a
Indet (4) + Y (1—#)In(\;) = IndetA+ (1—t)Indet(A™'B)
=1

= IndetA+ (1 —1t)(—Indet(A) + Indet(B))

= tlndetA+ (1 —t)IndetB
d’ou

Indet(tA+ (1 —¢)B) > tlndetA + (1 — t) IndetB (5)
e Cas d’égalité :
L’égalité dans (5) entraine 1’égalité dans (4) , la relation (2) donne

n

iln(t +(1=HA) => (1—1)In(N)

i=1
soit

zn: (In(t+ (1 —-t)N) —(1—=t)In(N)) =0 (6)



par stricte concavité de In on a pour tout ¢ € [1,n]
In(t+ (1 —-t)N) —(1—t)In(A;) >0

la relation (6) donne
In(t+ (1 —t)A;) — (1 —¢)In(N;) =0,Vi e [1,n]

Du cas d’égalité pour In on a A; = 1 pour tout i € [1,n] .
Or la matrice A~ B est diagonalisable et Sp(A~'B) = {1} donc A™'B =1, soit A = B.

Donc | : A — In(detA) est une fonction strictement concave sur S;7(R) ‘ .

IIT — Groupe orthogonal associé a une matrice symétrique définie positive

A toute matrice A € S;+(R), on associe :

O(A) = {M € M,(R) | MTAM = A} .

Q.24 ¢ O(A) non vide :
OnallAl, = AdoncI, € O(A) et O(A) # @ .
e O(A) est une partie de GL,,(R) :
Si M € O(A) , on a det (MTAM) = (detM)® detA = detA donc (detM)® =1,.carA € S;+(R) .
Par suite O(A4) C GL,(R) .
e O(A) est stable par produit et inverse :
Soit M, N € O(A4) ,on a

(MN)TA(MN)=N"MTAMN =NTAN = A

Donc MN € O(A).
Soit M € O(A) ,on a
A=MHT MTAM M = (M H)TAM™!

Donc M~! € O(A).

Ainsi ‘ O(A) est un sous-groupe de GL, (R) ‘ .
e O(A) isomorphe a O, (R)
Puisque A € S;FT(R), il existe P € O, (R) et A1,...,\, dans R tels que A = P'.Diag (A1,...,\,) .P.
Soit B = PT.Diag (VA1,...,vVAs) .P .
OnaBeS +*(R)et A=B'B= B2
On a

M€ O(A) <= M'B*M =B? < BM'B*MB=1, < (BMB™)"(BMB™') =1,

L’application 1 : M +~ BM B~ est bien définie de O(A) vers O, (R) , elle est linéaire et bijective .
Ainsi ‘ O(A) isomorphe a O, (R) ‘ .
Q.25 On a : O,(R) est une partie compacte de .#,(R).
En effet : il suffit de vérifier que O,,(R) est une partie fermée et bornée de .#,,(R).
L’application f : M + M T M est continue ( elle est polynomiale ) et O, (R) = f~1({I,}) est un fermé de ., (R).




De plus pour tout M € O, (R) alors |M|| = /Tr(MTM) = \/n, donc O, (R) est borné .
L’application ¢y ~! : M — B~'M B est, linéaire en dimensions finies, donc continue de O,,(R) vers O(A) .
Ainsi O(A) = ¢~ (0,,(R) ) est compact dans .2, (R).

IV — Sous-groupes compacts de GL,(R)

Dans cette partie, G est un sous-groupe compact de GL, (R).

Q.26 L’application det : GL,,(R) — R* est un morphisme de groupes continu ( elle est polynomiale ). Donc det(G) est un
sous-groupe compact de R*.
Pour tout h € det(G), la famille (h™),ez est dans det(G), donc elle est bornée.
Si |h| # 1, alors |h"| ., Hooou |h~"| = 400 : contradiction avec det(G) borné.
Donc |h| =1, et det(G) C {-1,1}.
Ce qui donne |detM| = 1 pour tout M € G.
Q.27 On pose ¢ = {MX | (M, X) € G x B}.
e G x % est un fermé et borné de .#,(R)? donc compact . L’application ¢ : 4, (R) X M 1(R) — M, 1(R) avec
d(M,X) = MX , est bilinéaire en dimensions finies, donc continue. Par suite @ = ¢ (G x %) est compact de
M1 (R) .
e Onal, € G, cest son élément neutre . Donc # = {[, X | X € #} C € , par suite la boule ouverte unité
B={Xe R | |X]|<1}C%.
Ainsi 0 est un point intérieur a €.
Q.28 Posons £ = {A € S (R) | € C Ba}.
e & est non vide :
Puisque ¢ est borné, il existe R > 0 tel que ||Y|| < R pour tout ¥ € 4. En posant A = 2;1,,, on a pour tout
Ye¥
V)5 = vrar = X

doncY € By et € C Ba .
Ainsi A = %Inegetf,’;&@.
e & est compact :
Soit (Ak)keN une suite d’éléments de £.

Montrons qu’on peut en extraire une sous suite convergente dans £.

» On a
VY € €,||Y]|a, =YT.4,.Y <1

En particulier pour Y € # (C ¥¢), YTA,Y <1 pour tout k € N (1).
Soit k € N, ona A, € S;F(R) , donc elle est diagonalisable dans une base orthonormée (V,...,V,,) de 4, 1 (R)
avec AV = \;V; et V; € B pour tout i .
La relation (1) donne pour tout i :
0< XN =VTAV; <1

De plus on a

1AKI* = Tr (AfAx) = Tr (A7) =Y X <n
=1

10



Donc la suite (Ay),cy est bornée dans ., (R) . D’apres le théoreme de Bolzano et Weierstrass (valable en

dimension finie) on peut en extraire une sous suite (Aw(k)) convergente vers L € ., (R) .

keN

» Montrons que L € S;7(R) et L €€ :
L’application M + MT est continue, donc A ) = (Aw(k))T k%—jroo LT | par unicité de la limite L = LT donc
L e S, (R).
Pour X € ./, 1(R) lapplication ¢y : A — XTAX est continue de 4, (R) vers R .
On a pour tout £k € N :

VX € dlp1(R) XTALX >0 et YWY €C ||V|a, =YT.A.Y <1
Par passage a la limite on obtient :

VX ey (R) XTLX >0 et VY eC |V <1

Donc L € SF(R) et € C Ay, dot L €€ . Ainsi .

e & est convexe :
Soient A, B € € et t € [0,1]. Pour tout X € ¢, on a tA+ (1 —t)B € §;}(R) ( qui est convexe Q22) et
XTtA+(1-t)B)X =t XTAX + (1 - ). X"BX =t.|[ X5+ (1 -0).|X|% <1

—— ——
<1 <1

Ainsi tA+ (1 —-t)B € £ , donc .

e Existence et unicité de la matrice A € S (R) :
» L’application det est continue sur le compact £, donc elle est bornée et y admet un maximum A ( det
A) = det (M) ).
(4) = maxdet (M) )
On a vu que & contient une matrice de la forme kl,, avec k > 0, donc det A >0 .
Ona A€ S (R) et det A >0 donc A € S;FH(R).

» Supposons qu’il existe B € & maximisant det. On a donc det B = det A et B € ;7T (R).
Par stricte concavité de la fonction Indet sur S (R) (Q23), on a :

1 1
In (det (34 + 3B)) > 5 In(detA) + 2 In(detB) = In(detA) (1)

Donc det (%A + %B) > detA, la maximalité de detA donne det (%A + %B) = detA . On a donc égalité dans
(1) , la stricte concavité de Indet donne A = B .
Ainsi | il existe A € S;FT(R) unique tel que det (A) = max det (M)
€

Q.29 Soit M € G. Soit ¢, : B— MB isomorphisme de .#,(R) .
On a ¢, (G) =G et ¢y (¥) = €. Considérons A’ = MTAM avec A la matrice définie dans Q28.
Pour Y € ¢
IV = YT MTAMY = MY

Or MY € ¢y, (€¢) =% C PBa, donc | MY |4 <1, soit ||[Y|a < 1. Donc € C PBar, ce qui donne A’ € €.

D’aprés Q26 |detM| = 1 donc detA’ = (detM)?detA = detA . Par unicité du maximum de det sur £ on a A’ = A,
donc MTAM = A d’'ot M € O(A).

Donc G C O(A) . Ainsi ‘ G est un sous groupe de O(A) ‘ .

11



Partie C — Croissance du groupe de Heisenberg discret

I — Croissance d’un groupe

Soit G un groupe engendré par § = {si};c[1 Ny

Q.30 e Soit g € G, £s(g) est un minimum d’une partie non vide de N donc il est atteint .

k
Sig=s{t--spk avec Y. |a;| = ls(g), alors g~ = s, - 57 donc Ls(g™") < ls(g).
i=1

2

Par symétrie, £s(g) = £s((g71)7!) < €s(g~ ). Donc ‘ ls(g™1) =1s(g) ‘ .

. b q
@ Sig=sflos(y et h=ssgt avee 3 fad = Lo(g) et 3 b = Ls(h) . Alows gh = s} o577

ls(gh) < ts(g) +ls(h)|.
Q.31 e Soit X = {t;},c[y, 5] une autre partie finie génératrice de G.

1=

k
Soit g = s7! -+ sf: avec » |a;| = fs(g) . Chaque s; € S s’exprime en fonction des éléments de X :

i=1

. . q
8; = t;’-i(l) . -t?:(l) avec jgl |6 ()| = ¢x(s;). Posons L = max l5:(s;) ( qui est fini ). Alors

2

Is(g) < Z | Z 10;(0)] < Jailes(s:) < LZ |la;| = Lts(g).

Par symétrie, £s(g) < L'lx(g) pour L' = maéifg(a).
S

(9) <C'lslg)  (V)].
1

Pour C=1/L' et C' =L on a ‘ Cls(g) <
p

125
e On déduit de l'inégalité (1) : pour tout p >

vs([@l) cvsmevs ()

Par définition de C et C'’ona C’' >1et C < 1.

b .
- ~sj§ par suite

Si G est a croissance polynomiale de degré d pour S, alors ap? < [Vs(p)| < Bp? pour « et 8 dans RY. .

» Sip>C' alors {ﬂJ > 1. On a de la relation (2)

O/

Comme

alors

-t < Ve(p)] < B (%)d

. I i _ ; [Vs(p)| _ Vs (p)|
> Sil<p<C ’bmtmo_1£1<no( o )’ml_lg)ix@( o ),ona

mo.p? < [Vs(p)| < my.p?
Posons
A = min (ﬁ,mo et B = max (%,nn)
On a donc A, B € R’ et pour p > 1

Ap® < |Vs(p)| < B.p?

12



Ainsi G est a croissance polynomiale de degré d pour X .

Le degré d ne dépend donc pas du choix du systeme générateur.

Q.32 ¢ On a
{(z,y,2) eN* |z +y+2<p}={(2,y,2) EN* | 0<a<p0<y<p-zet0<z<p—z—y}
donc o
p p—ip—i—j
Card{(@y,z)ENB‘x—i—y—i—zgp}zz Z 1
i=0 j=0 =0
On a
p p—ip—i—j p p—i
1= YD @p-i-j+1)
i=0 j=0 1=0 i=0 j=0
. - p p—it+l
=p—i—j+ Z Z K
i=0 k=1
1 r
= 5 (p—i+tDp—i+2)
=0
k=p—i+1 1p+1
- §§:Mk+n
i=1
_ e+ D+2)2p+3)  (+1(+2)
= +
12 4
_ +D)@+2)(P+3)
6
1 2
Ainsi Card{(:c,y,z)ENB | x+y+z§p}: (p+ ng )p+3)

Autre méthode : Soit a, = Card {(z,y,2) € N* | 2 +y+ 2 =n} et N, = Card {(z,y,2) € N* | z + y + 2 < p}

' P
Ona N, = > a,. Pourte€]-1,1], par convergence absolue et sommabilité, on peut écrire :
n=0

1 +o0 3 400 +00 400 +00
(E) R
(1—=1) n=0 k=0 h=0 1=0 n=0

Le théoréme du produit de Cauchy donne

+oo 1 +oo 1
> N = 7 > et =
=0 1—tn:0 (1-1¢)

En utilisant la formule du développement en série entiere

1 =X n+d-1\,,
(1_t)d:Z< de1 )t pour ¢ € |—1,1]

n=0

on obtient

v <p+3) 3+t
3 6

e Soit S = (e1,e2,e3) la base canonique de R3 qui engendre aussi Z3. Alors si g = (z,y, 2) = xe; + yea + ze3 on a
ls(g) = |x| + |y’ + |z| .
D’apres ce qui précede , on a pour tout p > 1

p+1)(p+2)(p+3)
6

Vs(p)| = Card {(2,9,2) € N* | oty + 2 <p} =

13



Pourp>1lona p+1<2p, p+2<3pet p+3<4pdonc:

1. ,
5P < [Vs(p)| < 4p®

Ainsi | Z3 est A croissance polynomiale de degré 3 ‘ .

II — Le groupe de Heisenberg discret

On considére n = 3 et les matrices :

1 00 1 10 1 01
S=|(0 1 1], =10 1 0f, U=|0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1

H désigne le sous-groupe de GL3(R) engendré par A = {S,T,U}.

Q.33 On a par récurrence :

100 1 1 0 k
Si=1o 1 4|, T"=1|0 1 , Ur=10 1 o0
00 1 0 0 0 0 1
1 70 1§ k
Alors S'T9 = [0 1 4 |et|STUF=10 1 i
00 1 00 1
Q.34 Pour (4,4, k,i',j', k") € Z°, on a d’aprés Q33 :
1§ k\ (1 j ¥ 1 j+4 k+k+ji
STUks'TI'ur = 1o 1 ifflo 1 v f=]0o 1 i+
00 1/\o o 1 0 0 1

Donc SITIURSTTI'UF = §7'Ti"UF" avec |i" =i+i', j"=j+j, k' =k+k +ji|.
Q.35 o Pour (i,j,k,i',j',k') = (1,0,1,0,0,0) et (i, 5.k, j',k') = (0,0,1,1,0,0) on a

SU=US =

(e s
S = O
= = =

Pour (i, j,k, ', §',k') = (0,1,1,0,0,0) et (i, 4, k,i’, 5", k') = (0,0,1,0,1,0) on a

TU =UT =

e R
[ R e
—_ O

Comme H = (U, S,T) alors U commute avec tous les éléments de H .

e Pour (i,7) € Z* , par les calculs précédents

1 5 0\ (1 0 0 1§ ij
7'8=10 1 oflflo 1 il=|0o 1 i|=57TUY
00 1/\o o0 1 00 1



Q.36 ¢ On a

1 1 1 1 1 0
ST=10 1 1|#]0 1 1|=Ts
0 0 1 0 0 1
donc H n’est pas commutatif.
e D’apres Q35 U =T-1S~ TS € (S,T) donc | (S, T) =H]|.
Q.37 Soit f:7Z3 —Het f(i,§, k) = STIU".
e OnaH = (S,T,U) donc f est bien définie .
1 i ij+k
D’apres Q33, S'TiUF = [0 1 j . Sif(i g, k) = f(, 4, K') alors (4,4, k) = (¢/,j', k") . Donc f est injective.
0 0 1

D’apres Q34, tout élément de H se réduit a la forme S?T7U¥, donc f est surjective.
Ainsi f est bijective et tout élément de H s’écrit d'une maniére unique sous la forme S*T7U*.
e On a d’apres Q34

Fla+i 5+ k+ k)= ST T UK o f(i,j,k).f(i, k) = S It gtk +57
Ces deux termes coincident seulement si i'j = 0, ce qui est faux en général ( f(1,1,1).f(1,1,1) # f(2,2,2) ).

Donc f n’est pas un isomorphisme de groupes pour la structure usuelle de Z3.

e A l'aide de Q34 , on munit Z? de la loi de composition interne :
(1,5, k)« (', 5", k') = (i +4', 5 + j'. k + &' +1'j).

On vérifie que :

» * est associative :
(i, 3, k)*((z",j’,k’)*(i”,j”,k”)) = (i+z"+z"’,j+j’+j”,k+k’+k”+j’z‘”+ﬂ’+ﬂ”) = ((z‘,j,k)*@’,j’,k’))*(i”,j”,k”)
» (0,0,0) est I’élément neutre de % et pour (z,y,z) on a
(z,y,2) x (2',y,2") = (0,0,0) & (2,0, &) = (=2, —y, —2 + 2y)

donc tout élément admet un symétrique pour *.

Ainsi, (ZS,*) est bien un groupe et f est un isomorphisme de (Z3,*) vers (H, x) .

Q.38 e Soit M € H et p € N*. On suppose que £4(M) < p.
Dans la question d’origine on demande de montrer que : « Il existe (i, j, k,z) € Z* tels que M = S'TIU**+* avec
il + |51+ [k] < p et [2] < Jij] ».
Ce qui est faut en général:
Pour d > 4 on a T-4§-dTdgd — U’ , alors ﬂA(Udz) < 4d . On prend p = 4d et M = Ud27 par Q37
(i,4,k) = (0,0,d?) et 2 =0 . Mais |i| + |j| + |k| = d*> > p .

e Montrons que : « Il existe (i, j, k, z) € Z* tels que M = S*TIU*** avec |i| + |j]| + [k| < pet 2] <p? » .
Par commutativité de U avec S et T, prenons M = S“T71.82T72 ... 8 TirJF  avec

r

lE (liel + [7u]) + |k = €a(M) < p
=1
Par Q35, on a 771 S% = ST [J*201 donc

M = § (§=THU=)T28% ... §irTirk = gt pivtiz giais .. gin i ki
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Par récurrence on obtient
T T T
M =S'TUM aveci=> in, j= jnetz=Y in(j1+..+jn1)
h=1 h=1 h=2

On a donc

T T T
121 <> finl (1] 4 -+ liamal) <Y linl D Linl < p°
h=2 h=1  h=1

Ainsi‘M: SUTIURZ avec |i] + |j] + |k| < p et |2] gpz‘.

e On a donc

Va(p) = {M € H | £4(M) <p} € {M = STIUM= | [i| 4+ |jl + |k < p et |2] <p?}.
Puisque le triplet (i, 7,k + z) est unique pour chaque M alors
Valp) C{M =STU™ | |i|+]j|<p et |m|<p+p°}.

Par suite
Vap)| < [[-p.p]* x [-p — p*, 0+ 1*]| < 8°(p+ %)

Ainsi |VA(p)] = 0O@pYH|.

Q.39 Montrons que:
««Il existe C' > 0 tel que pour tout (4,7, k) € Z3, si |i| + |j| < p et |k| < |ij], alors £4(S*T7U*) < Cp ».

e Pour |d| >1onaT 9597784 = U  donc EA(Udz) <4d
Soit m > 1, posons d = |/m]| , donc d2 < m < (d+1)* et m = d2 4 h avec h € [0, 2d].

De la relation

U™ — yPyh — p-dg—dpdgdrh

on déduit £4(U™) < 4d+h < 6d , soit | (4(U™) < 6[y/m]|.

Comme £A(U™™) = £4(U™) alors pour tout m € Z | £4(U™) <6 { |m|J

e Soit (i,j,k) € Z3, si |i| + |j] < p et |k| < |ij| . On a donc

- (il + 13D

2
.. p
k| < <
Wl < Jig < A < B

par suite
CA(STTIURY < 04(S?) + €a(T9) + €a(UF) < |i] + 5] + 6 Mkw <4p

Ainsi ‘V(i,j, k) € 73, si |i| + |7] < p et |k| < |ij], alors £4(S'TIU*) < 4p

Q.40 ¢ On a
p p—i p p—i
Card {(i,j,k) eN* [ i+ j<petk<ijy= > > 1=> > (ij+1)=Y Y ij
1,7>0 0<k<ij i=0 j=0 i=0 j=0

i+j<p

simplifions cette somme

p p—t P . P 2
(p—i)p—i+1) (p—1)
3=yt Yl
=0 j=0 =0 =0
PP i i\?
Ainsi | Card {(i,j,k) e N> | i+ j <pet k <ij} > 325 (1—p> .
1=0




e Dans cette expression on a la somme de Riemann :

1< i i\’ !
- (1) — /x(lf:c)de
p<ip p) ot Jy

1 ) 1 p® I~ i i\ 2 P

Pui 1—2)2der=—alors | =S 2 (1-2 ~ 2

u1sque/0 (1 —x)*dr 15 alors 2;})( p) o 21
Ci >0t

Q.41 e D’apres Q38, il existe une constante elle que |Va(p)| < Cp™.
e D’apres Q39 on a

{STIU* | Gy, k) € 22 Jil + 1j] < & et [kl < lijl } € Va(p)

donc
Card { (1,3, k) € Z°| Jil +1j1 <& et || <|ijl} < [Va(p)|

par suite
[Va(p)| > Card {(i,j, k) e N* | i+ j<pet k<ij}

D’apres Q40
4
P
> 1 1
Valp)l 2 5,z (1 +0(1))

11 existe donc Cy > 0 tel que |VA (p)’ > Copt.
Finalement, il existe C1,Co > 0 tels que Cyp* < |VA(p)‘ < C1p* pour tout p > 1.

Ainsi H est un groupe a croissance polynomiale de degré 4.
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