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Partie A — Questions préliminaires

I — La fonction ( sur l’intervalle |1, +o0o[

Q.1 On a ) )
Uk oo, ] = sup 75 = 7
|| || ool s€]1,4o00[ k k

et la série Y 1 diverge. Donc la série ) uy n’est pas normalement convergente sur |1, +ool.
k=1 k=1

et la série ). 7 converge, donc la série Y u; converge normalement (et
k>1 k=1

uniformément) sur tout [a, +-0o[. Chaque fonction uy, : s — 7= est continue sur [a, +-00[, par le théoréme de continuité

Q.2 Pour tout a > 1, on a [Ju|| o (4 oo = T

des séries de fonctions, ¢ est continue sur [a, +oo[ pour tout a > 1, donc ¢ est continue sur |1, +o0].

1
Q.3 Pours>1etk22onag>07donc
+oo

1
g(s)=1+zg>1>o.
k=2

La fonction ¢ est strictement positive sur |1, 4o00[ et ne s’y annule pas.

II — Cas de la variable complexe

Q.4 Soit s€ Cet t > 0. On écrit s = Re(s) +iIm (s), donc

15 = e° In(t) _ eRc(s)ln(t)eiIm(s) ln(t).

Ainsi |t5| = eRe(S) In(t) — tRe(s)

Soit s un nombre complexe tel que Re (s) > 1.

1 1 1
Q.5 D’apres Q4, | = e Comme Re (s) > 1, alors la série de Riemann Z TRe(®) converge. Ainsi la série Z =
converge absolument.
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Q.6 e Sommabilité :

Soit n € N* et J une partie finie de N”, on a

Y o 1

ML Mn)S | T n\Re(s)
(ma,...,mp)EJ (pl Pn ) (M1 yeeymin )EJT (p;nl o p:nn )
Chaque (my,...,m,) € J définit un unique entier k = p{"* - - p' donc

>

(mlv---amn)e*}

1 =1
m My \S < :C Re (s
| S 2 e — ¢ (Re ()

Ainsi il existe M > 0 telle que pour tout J C N™ finie

>

(m1,....,mpn)eJT

1

My \S
n

oy | S

1
W ( e est sommable.
mi,...,my, )EN"

,,,,,

Donc la famille (

e Calcul de la somme :

OnaN'= U U {(m,...,my)} |, réunion disjointe.
(m1,ecc;mp—1)ENP—1 \ mpen
Par sommabilité et le théoréeme de sommation par paquets on a

1 1 1
Sy (s) = > <Z W) = ( > P >
m,..

n
(m1,eceymp—1)EN?—1 \Mmnen My _—1)ENR—1 Py MpeN

comme |p; ®| = p;RC(S) < 1, alors Z —me

MneN

n
1
Ainsi, par récurrence | Sy, (s) = H ! —
, —p;

i=1

Q.7 Par unicité de la décomposition en facteurs premiers, les éléments de N,, sont exactement les p7** - - - '™ avec m; € N.

1

Donc Z i Sy, ().

keN,

1
D’apres Q5 la famille (k:S)k . est sommable, de plus L>J1 N,, = N*, mais la famille (N,,), .. est croissante (non
€N~ n>
disjointe).
Posons A1 = Nj et A, =N, \N,_1sin>2. Ona |J A, = N*, qui est une réunion disjointe. Le théoréme de
n>1

sommation par paquets donne

+oo 1 1 =
SeoT(Z ) a0 B e0-sae)
k=1 n=2

n>1 \k€EA,
Pour m > 2
(Sn (s) = Sn-1 (8)) =5 (s) —S1(s)
n=2



donc la suite (Sp, (s)),,>, converge et

+oo
Z:Q (Sn (8) — Sn-1 (s)) = mgr-ri-loo Sm (8) — 51 (s)
donc
+oo 1
T =l Sh(s)
k=1
+00 1
Ainsi nkr}_loo Sp (s) = H 1 =((s)
=1 1
On note z = Re(s) > 1.
. 1 . 1
Q.8 La suite (I> est une sous-suite de (m> , donc
bi /i1 k) 1
n —+oo
1 1
> 7 S Z e S6()

=

i=1 =

. - 1 . .
La série est a termes positifs E — et de sommes partielles majorées, donc elle converge.
i>1 i

Autre méthode : Par Q7 on a la convergence de (S, (2)),,5; vers ¢ (z) et

-2 (=)

1
—x -
p; * alors la série E — converge .

~Y
— p;I i—4o0

1
donc la série Z In <1 x) converge, comme In

i

i>1 i>1
n T
. p;
Q.9 Soit a,, = ~ .
bt 1
On a

Zl (pl +1) :_iz:ln(“fpf)

i=1

1
Puisque ln(l +pi_”) et p; * et x > 1, la série Z 7 converge, donc Zln (1 +pi_”) converge vers une limite
i>1 i>1

L € [0,400[. Ainsi In (a,) e —L et an = (=eL>0.
n—-+0oo

OO
.10 Par I'inégalité triangulaire |1 —p; °| <1+ [p; °| =1+ p; *, donc
K3 1 3
n

1 _ py
1—[|1f /Hali—z—H Pl

On a S, (s) n_}—;oo ¢ (s) par Q7 et a, n_j_oo >0 par Q9 .

En passant a la limite :

¢ ()] = £>0,
donc ¢ (s) #0



IIT — Un calcul d’intégrale

Q.11 Soit s tel que Re(s) > 1.

On a [t2(=D] = et 2(1 — Re(s)) < 1 donc la fonction ¢ +— t2(5=1) est intégrable sur ]0, 1], et

1
+2(1—Re(s))

1 1 2Re(s)—1 71
/ =1 at :/ a2 gy — | () = L
0 0 2Re(s) = 1], 2Re(s)—1

IV — Une étude géométrique

Soit d € 10,1] et Ay = {M(s) | d?|s|> > 2Re (s) — 1}

Q.12 Posons s =z +iy. On a

1?2 1—d?
d2|5|2_(2Re(3)—1):d2($2+92)_2x+1:d2<<x_d2) b )

Par suite N L X o
M(S)EAd<:><x—d2) +y* - T >0<:>‘s—d2>dz
Donc Ay est le complémentaire du disque ouvert D, de centre Oy = (d—g, 0) et de rayon Ry = \/?.
Q.13 On a pour d € 10, 1]
1-V1—d?> 1

d: =
9(d) &2 l+Vio®

g est continue et croissante sur |0, 1] donc

900.10 = | Jim afa). Jim_o(@)| = |51

Ainsi | g (10,1]) = | 5,1[] -

Q.14 Ona: sise (] Ay alors d2|s|*> > 2Re(s) — 1, pour tout d € ]0,1[.
delo,1]

En faisant tendre d vers 0T, on obtient Re (s) < 3.
Réciproquement, si Re (s) < 1 et d €]0,1], alors 2Re (s) — 1 < 0 < d? |s|°. Donc s € Ay pour tout d € ]0,1[ .
Ainsi ﬂ Ag={s€C|Re(s)<3}|.

de)o,1]

Partie B — Etude analytique

I — Transformée de Mellin des fonctions f;

sok=2, 0= L1 - | 4]



1 ) ) , .
Q.15 Pour i € [1,k] ona fj (2> = % - UCJ = {;} : la partie fractionnaire de % .
1 - sil<i<k-1,
Ainsi | fi () —{k
' 0 sii=k.
1
Q.16 Soit t € ]0,1]. Posons m = LﬁJ € N. Par définition de la partie entiére on a :
1 1
m<E<m+let km<¥<k(m+1).
Pone 1 111 k—1
km < LJ <Ekm+k—1 et m<E LJ <m+%
111 k—
Comme f, (t) = I alors | 0 < fi (t) < 5 » powr tout ¢ € ]0,1] |.

1

k{

Q.17 Soit t €]0,1]. On a f; (t) = %

1

t

Tk (t)
k

" avec 1(t) € Z .

)

k )

(17

D’apres Q16, fi prend ses valeurs dans [0, donc 7 (t) €

k-1

D’apres Q15, les valeurs 0, =

7kaka"'a

o) = {25 k-1

Donc

[0,k — 1]. Par suite fj

sont toutes atteintes, respectivement, en ¢t =

{{]jefo,k—1]}.

1) c

1
I EEERE)

—~

Jo, |
1 1
1 k-1 -

b

?r\»—A

alw
.

wle
;

-

i
i
al—
:

i
3

ta |~

035 1

g=d
o o

vl

—
1 .
Q.18 e La fonction ¢ : & — | — | est en escalier sur |0, 1], elle est constante sur }m, L} pour tout j € N* | ¢ est donc
x ]
continue par morceaux sur ]0,1] (car elle est continue par morceaux sur tout segment inclus dans 0, 1]). Comme
fe(z) = 1o(x) — p(kz) pour z €]0,1] , alors fi est continue par morceaux sur J0,1] .
] 1 1 g+ 1
Plus précisément : si j = gk +r avec r € [0, k[ et t € } prug 7} alors fj (t) = % - _ktJ Comme € [i’ % [
1 1 1 ]
alorskt—qe[;,rz {C[O,l[,parsuite LctJ: :\‘ J donce fi () = i_UCJ

q
. J
Ains e
insi { 3 }

V]EN*VtELi } fi(t) = 2—{J

adaptée .

1
, i est en escalier sur ]0, 1] et (])

est une partition
jz1



Q.19

Q.20

Q.21

k=1

k-1
e D’apres Q16 , 0 < fi (¢) < —— » pour tout ¢ € ]0,1] , la fonction ¢ +— %= est intégrable sur ]0,1],

comparaison fi est intégrable sur |0, 1] .

Soit ke N*ets>1.
1

1
< —
On a0 < LﬂtJ o , donc

1 t572
O < ts 1 \ .
{ktJ k

1 1
1
Or s — 2 > —1 donc l'intégrale / t*~2 dt converge, par comparaison, I'intégrale / \‘ktJ t*~1 dt converge.
0 0

1 1 1
Soit j € N*, sur ,ona |—|=j.
7+ ji+1 J t
Par la relation de Chasles :

( ) ' 1 s—1 +§ 1 1 s—1 +§ Y3 1
F(s)= / {J t°7 dt = / {J tT o dt = j/ t*~ - dt.
o Lt j=171/G+1) t j=1 J1/G+D)

1/3
/ ts—ldt:1<1s_ . 1 S)
1/(5+1) s \J G+1)

pour 7 € N* on a

Donc .
I . /1 1
F(S)_g J(-S—(+1)é)
=N
Ecrivons N
1<x( 1 1 1
F (5) - s—1 /. B
s \J (j+1) (+1)
On a .
X 1 - 1 1
o = lim — T =1- lim =1
=1 J+ 1) n—+00 j=1 J (] + 1) n—+00 (n + 1)
donc N .
1 X1 X1
1+ - — =
(G gam) =1 S g = =
.. 1
Ainsi [ F (s) = =((s)|.
s

Soit k>2ets>1.

fi est la somme de deux fonctions intégrables, donc

/1f(t)ts_1dt—1/l ! 5 dt /1 1 5~ de
o " Tk Lt o Lkt '

=F(s) =I

On calcule I par le changement de variable u = kt :

k 1 k
I:i/ l us_ldu:i / 1 us_ldu—l—/ i v hdu
k’s 0 u ks 0 u 1 u
1
or LUJ =0 pour u > 1, donc
1
I:i/ {1J us_ldu:F(S)
ks 0 u ks

Ainsi / fe (@)t~ dt = ()(kkl)—C(s) <11’k1> pour tout s > 1.
S S S

par



IT — Prolongement de la fonction (

1
Soits>0,k21eth(t):t—s,pourtG}O,—i—oo[.

Q.22 On a pour t € |0, +o0[ | (t)| = st~ L.

B
Cette fonction est décroissante sur |0, +oo[ , donc| max | (t)] = —
te[k,k+1] ks+1

k+1 1 1
Q.23 e Pour t € [k, k+ 1], t° > k*, donc / <k:6 - #) dt > 0.
k

e Le théoréme des accroissements finis donne

1
PR = (k—1t)h' (cx) avec i € [k, k + 1]
Par Q22 on a :
1 S S
0< ﬁ_*g Ls+1 (t—k) < Ls+1
En intégrant sur [k, k + 1] :
E+1
1 1 ]
0< — ——]dt < .
/k (ks ts) kerl
s kL 1
La série ; Tl converge car s + 1 > 1. Donc kg:l/k (ks - t5> dt converge, de somme G (s), qui vérifie

’0<G(s)<s((s+1)‘.

Q.24 e Soit s>1.Ona

+oo +oo k+1 +oo
dt dt
@ Z/ —co- [ %

1
Sil,alors G(s)z((s)—871

—+o00
Comme / t=%dt =
1

e Par Q23 0< G (s

(s) < sC(s+1) pour tout s > 0, la fonction ¢ est continue sur |1, +oo[ , donc
sC(s+ ) 2. (2) parsulteG() = 0O(1).
s—1+

1

Ainsi | ((s) = +0(1)].

so1t s —1

IIT — Intégrale des fonctions f;

Q.25 On applique le théoréme de convergence dominée.
Pour tout t €]0,1] on a fi ()51 —  fr(t) .
s—1t

E—1
Sise[l,2], on a par Q16 |fk (t) t5’1| < % c’est une condition de domination valable sur ]0, 1].

Le théoréme de convergence dominée, version continue, donne : lim+ / fe (@) t571dt = / S (t) dt
s—1 0 0




Q.26 Soit k > 2. D’aprés Q21, on a pour s > 1 :

/Olfk(t)ts_ldt: C(j) (i—kl)

Par Q25,

C(Ss) (;_;) = /Olfk(t) dt.

La question Q24 donne

C(s) (1 1 1 /1 1
s (k_ks>s$1+s1<k_ks)'

Puisque
1 1 1 1 Ink
) =—"_ (1= —(s—1)Ink Y
s—l(k; k) k;(s—l)( ¢ )Hﬁ k
alors Cls) (1 ) k
s n
s (k - k) S E
. - ! In (k)
Par unicité de la limite, on a fre () dt = .
0

Partie C — Etude algébrique et géométrique

1
On note E = %, (]0,1],R) et L2 = {f €E| / F(@)?dt converge}.
0

I — Une forme bilinéaire symétrique positive

Q.27

Q.28 o

Q.29 o

a) Vraie: Si|f| < M, alors f2 < M? et t — M? intégrable sur |0, 1].
b) Fausse : E # L2. Contre-exemple : f(t)=t"'/2, fe EF\ L2

c) Fausse : Le méme contre-exemple : f (t) = t~1/2 est intégrable sur ]0, 1] mais f ¢ L.

1
Soit f,g € L. L'inégalité | f (t) g (t)| < 3 (f O (t)2) donne la convergence de / |f(t)g(t)] dt , donc fg est
0
intégrable sur ]0,1] .

L2 # @& car il contient la fonction nulle .

Soient f,g € L2 et \,u € R. Alors A\f + ug € E .

De plus, (Af + pg)® = A2f2 + 20ufg + p2g2, chaque terme étant intégrable, donc (Af + pug)® est intégrable sur
10,1] et Af + pug € L2. Ainsi L? est un sous-espace vectoriel de F.

Bilinéarité et symétrie : Par linéarité de I'intégrale et commutativité du produit.

1
Positivité : (f | f) :/0 f@®)?dt>0.

Non définie : La fonction f () = 1{1/2y (t) (valant 1 en t = } et 0 ailleurs) est un contre-exemple .



IT — Un espace préhilbertien réel

Soit n > 2 et (Ar)y<p, une famille de réels telle que :
Z/\kfk =0 sur ]0,1].
k=2

Q.30 Soit k>2ett€|i,1]. Ona |1] =1et 5 €]0,1], donc || =0.
Ainsi fi (t) = ¢ sur |3,1].

n n A
Pour t € ]%, 1], la relation Z)\kfk (t) = 0 donne Z f =0].
k=2

k=2
1
Q.31 Soit £ € [2,n — 1] . On choisit ¢t = e avec € € 10,1] .
1 14 1 14
- — — — | = . i 2 : — — 1 =/ : = 0.
Onapourte}g_kl,g] , fre () A L{;J (Q18). Doncsik > £+1: fi(t) ketmk £ fr(t)=0

n n -1
La relation Z Ak fr (t) = 0 donne Z /\k£ + Z Ak (li — U;J) =0].
k=2

k=2 k=0+1

2 " A
Q.32 e Pour / =2, la question Q31 donne : Z )\kE =0 (la deuxiéme somme est vide) , soit Z ?k = 0.

k=3 k=3
De la question Q30 on a : ﬁ—i—iﬁ =0
q S 2 - .
Donc A5 = 0.
e Soit £ € [2,n — 1] , supposons Ay = --- = XAp—1 = 0.

Les questions Q30 et Q31 donnent :

n

"\ Ak
;?:0 et Z =0

k=f+1
donc Ay = 0.

Par récurrence on a Ay = -+ = A,_1 =0, de la question Q30 on tire A, =0 . Ainsi A, = 0 pour tout ¢ € [2,n] .
e On a montré que toute sous famille finie de (fi),, est libre , donc la famille (fi), est libre dans E.

Q.33 On a 1 € L? et pour tout k > 2, fx est bornée sur |0,1] donc f;, € L2, par suite F = Vect {1, fp ,k > 2} C L2.
D’apres Q29, (|-) est bilinéaire, symétrique et positive sur F. Il reste a vérifier qu’elle est définie .

Soit f € F,on a
N

f:al—i—Z)\kfk avec N >2
k=2

1
Supposons (f |f) :/ f(t)?dt = 0. On a d’apres Q18
0

1 1
VjeN* Vte |——, =], t) =
’ LH J} fi 0
donc pour tout j € N*, f est continue sur } jﬁ, ﬂ et

0 g/} fA(t)dt < 1f(t)2dt =0



donc / o f2(t)dt = 0, par suite f est nulle sur chaque } j%, ﬂ Comme |0, 1] = U Lﬁ, ﬂ , alors f est nulle
EEaak] >0
N
sur |0, 1], par suite al + Z Mefe =0
k=2
N N
Pour j = N!on a ZAkfk(t) = 0 pour tout ¢t € }jﬁ,ﬂ , donc a = 0 . Ainsi Z/\kfk =0.
k=2 k=2
D’apres Q32 ona Ag =--- = Ay =0donc f =0 . La forme bilinéaire (-|-) est définie , donc c’est un produit scalaire

sur F.

IIT — Distance d’un vecteur a des sous-espaces
Q.34 e Existence :

Posons F,, = Vect(fa, ..., fn). La famille (fa,..., f,) est libre donc dim(F,,) =n — 1.

On applique le procédé de Gram-Schmidt au produit scalaire (-|-) sur F,, :

» Posons ey = ”?” ona (e | f2) =|f2l >0.
2
Soit m > 3, supposons qu’on a construit es,...,e,_1, tels que (e, | fp) > 0 et

Vect (eq, ..., ex) = Vect (fa,..., fr) , pour tout p € [2,n — 1] .

» Posons
n—1

Gn = fn — Z <fn | ek>ek-

k=2
On a g, # 0 car
fn & Vect (fa,..., fn_1) = Vect (ea,...,ep_1).
g

Soit e,, = ﬁ La famille (eg,...,e,—_1,€,) est orthonormée .
9n
» Ona f, € Vect (e, ...,e,_1,¢,) donc
Vect (fa,..., fn—1, fn) C Vect (e2,...,en_1,€p).
De plus
en € {fu}+ Vect (eq,...,en—1) C Vect (fo,. .., fno1, fn)
donc

Vect (ea,...,en—1,6,) C Vect (fa,..., fa—1, fn)-

Ainsi Vect (fo, ..., fn-1, fn) = Vect (ea,...,en_1,6n).

» Onae, L Vect(eq,...,eq_1),donc (e, | frn) ={en | gn) = llgnl| >0 .
La propriété est donc vraie pour n.

e Unicité :
Si (eh,...,el) vérifie les mémes conditions .

fo
If2l"

» On ael € Vo =Vect(f2) et ||eh]| =1, donc e), = £

La condition (e} | fo) > 0 donne e} =

2 =€
g2
1f2]l

10



Supposons que e; =ep, , pour tout p € [2,n—1] .
On a
Vect(es, ..., e,) = Vect(e, ..., e) = F,
et
e, € F,NE: | =Vect{e,}
donc e/, = ce,, avec e € {—1,1} .
On a
<e;7. ‘ f7l> = €<en | fn> >0

donce=1ete), =e,.

La famille orthonormale construite (es, ..., e,) est donc unique.

Q.35 Soit F,, = Vect (fa,..., fn) et (e2,...,e,) la base orthonormée , construite dans Q34. La distance de 1 a F,, dans
lespace préhilbertien (F, (-|-)) est
dp = 1= pr, (D]

avec pr, la projection orthogonale de F sur F,, . Par l'identité de Pythagore :

a2 =11)° ~ [pr, (1)]*.

1 n n
Comme ||1|* = / ldt=1etpp, (1)=)» (1llex)ex ,alors|d2 =1— Z (1e)?|.
0

k=2 k=2

Q.36 La suite (d,),, est décroissante ( car ||pr,,, (1)H2 > |lpr, (]-)||2 ) et minorée par 0 , donc elle converge .

Partie D — Synthese

Soit n > 2, (Ak)ocp, une famille de réels et s un complexe tel que Re(s) > .
Ona F=Vect (1, fo,..., fn,--.) -

Q.37 On pose pour t €10,1], ¢ () =1 =Y Nefi (t) et () =71
k=2
On a ¢ est bornée sur ]0,1], donc @2 est intégrable sur ]0,1]. Et || intégrable sur ]0,1] car Re(s) > 1 (Q11).

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne :

1 2 1 1
/Osoa)w(t) dat </0 o (1) dtx/o (1) dt,

/1 (1 - Xn:)‘kfk (t)> t°7tdt 2 < /1 (1 - zn:)\kfk (t))2 dt x /1 ‘tQ(Sfl)’dt.
0 k=2 0 2 0

Q.38 On suppose ¢ (s) =0, s # 1, Re(s) > %

soit

e Examinons les termes de I'inégalité précédente.

D’apres Q21 (admise pour s # 1)
! 1/1 1
s—1 _ - _ = —
| ewra= (k k) C(s)=0.

11



donc

‘/1 <1 — Zn:Akfk (t)) t5de
0 k=2
Ly 1
/0 ‘t2( 1)‘ U= R =1
1 n 2 n
/ (1 - Z)\kfk (ﬂ) dt = Hl - Z/\kfk
0 k=2 k=2

Comme pr, (1) € F,, = Vect (fa, ..., fn), prenons Aa, ..., A, telles que pr, (1) = > Agfk, dans ce cas on a :
k=2

D’apres Q11,

On a aussi )

! (1 o (“> dt =1 - pr, (D = d;
0 k=2

L’inégalité de Q37 donne
LI !
s~ " 2Re(s) -1

puisque |s|? (2Re (s) — 1) > 0 , alors [d2 |s|* > 2Re(s) — 1 > 0.

Conclusion.
Si lir_irrl d,, = 0, alors d2 |s|*> = 0 et on a d2 |s|* > 2Re(s) — 1 > 0 pour tout n, ce qui est contradictoire.
n—-+00

Donc si 1irJIrl d, =0, , alors la fonction ¢, prolongée selon la partie B-II, ne s’annule en aucun nombre complexe
n—-+oo

s tel que Re(s) > 1 .

12



