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INTRODUCTION AUX DISTRIBUTIONS :
EXEMPLES, DERIVATION ET CONVERGENCE
CORRIGE
M. SCHWEITZER - R. CRETOIS

Notations et rappels

— Les lettres N, Z et R désignent repsectivement les ensembles des entiers naturels, des
entiers relatifs et celui des nombres réels.

— Si f: R — R est une fonction bornée, on note || f|loc = sup,er |f(2)]-

— On note C*(R) le R-espace vectoriel des fonctions de classe C* de R dans R et on note
D(R) le sous-espace vectoriel de C*°(R) constitué des fonctions f pour lesquelles il existe
A>0tel que f(z) =0si|z| > A:

DR)={fe€C*R)|3IA>0, Vo ¢ [-A, 4], f(z)=0}.

On ne demande pas de vérifier que D(R) est un sous-espace vectoriel de C*°(R).

Le but de ce sujet est d’introduire les distributions. Apres avoir construit une fonction test
(partie A), on introduit les distributions (partie B). Les propriétés de dérivation et de conver-
gence sont introduites dans les parties C et D. La partie E donne une application classique de
la théorie des distributions et utilise les résultats des parties précédentes.

Partie A — Construction d’une fonction test

eV gig >0

Soit ¢ la fonction de R dans R telle que, pour tout x € R, p(z) = { 0 Sz <0

1
Q1. La fonction x + —— est de classe C* sur R, la fonction nulle I’est sur R* et la fonction

x
exponentielle I'est sur R. Par composition, ¢ est de classe C*° sur R*.

Q 2. On procede par récurrence.

1
On pose Py =1 € R[X] et on a bien Vz € RY, ¢ (2) = B (—) e /e,
T

1
Soit n € N. Supposons qu'il existe P, € R[X] tel que:Vz € R%, o™ (z) = P, (—> e 1/,
T

En dérivant de nouveau, on obtient :

1 1 1 1
v R* (n+1) _ __P/ - —1/x _Pn - —1/x
reRL,p (x) poril U I + = ~)e

1 1 1 1
=(—5P (=) +=5P (=) )e”
2 T 2 T

1
En posant P,y = X2P, — X?P,, on a: Yz € R, "D (2) = P, 4, (—) e Ve,
x

On conclut alors par principe de récurrence.
Q 3. Déja, ¢(x) — 0, donc ¢ est continue sur R. De plus, d’apres la question précédente,
T—
pour tout n € N*, p(z) — 0 par croissances comparées, et ¢(x) —— 0. D’apres la
z—0 z—0~

premiére question et le théoréeme de la limite de la dérivée, ¢ € C*(R).

1



Q4. Posons ¢y, : x +— o(b—x) et v, : © — p(x —a). Pour tout x > b, b —x < 0, donc
wp(x) =0, et pour tout x < a, x — a < 0, donc p,(x) =0, et enfin, pour tout = €|a, b,
b—x>0etx—a>0donc gp(z) = eV > 0 et p,(x) = e /(@9 > 0. On pose
alors ¥, : T — u(x)gp(x). D’apres la question précédente, 1, € C(R). De plus,
pour tout = € R\]a, b[, ¥, p(x) = 0 et pour tout x €|a, b[, Yap(x) > 0.

. 1 x

Soit, pour € > 0, p.(x) = = Y11 (—)
€
£ Y_11(u)du

Q5. Comme pour tout z € R\|—1,1[,%_11(x) =0, 0on a fj;o Y_11(u)du = f_ll Y_11(u)du.
De plus, comme t_; ; est strictement positive sur | — 1, 1], son intégrale est strictement
positive. Donc p. est bien définie.

De plus, pour tout =z € R\| — ¢, ¢, Te R\] — 1, 1], donc p.(z) = 0. Ainsi, p. € D(R).
£

+oo
Q6. D’apres la question précédente, /

pe(x) dx = / pe(x) dz.
T £ T 715 o0
Posons u = - pour calculer : / Y11 (E) dr = / Y_11(u)edu = 8/ Y11 (u) du.
— _1 —

+oo >
Donc / pe(x)dr = 1.

[e.o]

—0o0

Q7. Soit g une fonction continue de R dans R.

(a) On ne peut pas appliquer tout de suite de théoreme de convergence, la fonction
intégrée ne convergeant pas en 0 lorsque € — 0. On va d’abord faire un changement
de variable. Notons I = [">7¢_y 1 (u) du.

x

Soit € > 0, on pose u = —
€

/ " pa(@)g(x) da = / pu(a)gle) da
:% » Y_11(u)g(eu) du

Posons f : (g,u) — ¥_11(u)g(eu) définie sur [—1, 1]2.
— Ve € [-1,1], u— f(e,u) est continue sur [—1,1];
— Yu € [-1,1], e = f(e,u) est continue sur [—1,1];

— pour tout (67 U) S [_17 1]27 gu € [_17 1]7 donc |f(57 U)| < ||¢—171||OO,[—1-1] ||g||007[—1-1]
et la fonction constante u — [|¢/_1.1/o0,=1.1]]|9||50,[~1.1) €st intégrable sur [—1.1].

La fonction & fjl f(e,u)du est donc continue sur [—1,1]. En particulier, en 0 :
f,ll Y-11(u)g(eu) du 0 ¥-1,1(u)g(0) du = Ig(0).

Ainsi, /+OO pe(z)g(x) dz — ¢(0).

oo e—0

(b) Soit a € R. On applique la question précédente a la fonction h : z +— g(x + a) qui

+oo
est bien continue sur R : / p=(z)g(x + a) dx — g(a).
—00 E—
+oo
On pose alors t = z + a et on obtient bien / p(t —a)g(t)dt — g(a).
00 e—
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Partie B — Distribution sur R

Pour tout segment K inclus dans R, on note D(K) 'ensemble des fonctions de D(R) nulles en
dehors de K :

[/ eD[®)|Va ¢ K, fz) =0}
On appelle distribution sur R toute forme linéaire T' sur D(R) telle que, pour tout segment
K C R, il existe un réel C}, > 0 et un entier N, € N vérifiant

(i)
Vo € D(K), [T(p)] < Ck n%z}@c]]}lso .. -

On note D'(R) 'ensemble des distributions sur R.

Remarque préliminaire : soit ¢ € D(R) et A tel que p(z) = 0 si x ¢ [—A, A], alors pour
tout i € N, la fonction ¢ est nulle sur R \ [~ A, A] et continue sur [—~A, A] donc bornée par
le théoréme des bornes atteintes, et ainsi ©®) est bornée et ng(i) Hoo est bien défini.

Q 8. L’ensemble des formes linéaires sur D(R) est un espace-vectoriel, montrons que D’(R)
en est un sous-espace vectoriel.
La forme nulle appartient bien & D’(R) (en choisissant par exemple, pour tout segment
K, C’KzletNK:O).
Soient 77,7y € D'(R) et A\, u € R. Soit K un segment, il existe des réels Cx 1 et Ck o
strictement positifs et des entiers Nk ; et Nk o tels que

Yo € DIK), 1) < Cr o W], et ITatoll < Cica, e 7).

Notons N = max(Ng 1, Nk 2), alors

Vo € D(K), |(ATy + pT3) ()| < [ATi(0)] + 1l [Ta(e)] < (JMCk1 + |1lCk2) nax [

et ainsi AT + uTs € D'(R).
Finalement D’(R) est bien un sous-espace vectoriel de L(D(R), R).
Q9. Soit a € R et soit 'application §,: DR) — R .
o= fla)

Cette application est bien une forme linéaire sur D(R) et

Vo € D(R),  [da(p)] = [#(a)] < [lelloo

donc la condition de distribution est vérifiée avec, pour tout segment K, Nig = 0 et
Cr = 1. Ainsi §, est une distribution sur R.

Q10. Soit f une fonction continue par morceaux sur R. Soit 'application

T;: D(R) — R
—+00

p = F@)ep(t) dt

—00

Soit ¢ € D(R) et A tel que p(x) =0six & [—
par morceaux sur R et nulle en dehors de [—A,
T¢(p) est bien définie.

Ainsi I'application T est bien définie, et est une forme linéaire sur D(R) car pour tout
o, € D(R) et A\, p € Rona Tr(Ap+uyp) = Xy (p )—i—,qu(z/J) par linéarité de I'intégrale.
Soit K = [a, b] un segment de R, alors pour tout ¢ € D(K) on a

+0o0
Ty (g |—\/ 0 dt]: \ (/|f |dt)||so|roo
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Al, alors la fonction f ¢ est continue
donc son intégrale est convergente et

A,
A




b
et donc la condition est vérifiée avec Cx = / |f(t)| dt et N}, = 0. Ainsi, T} est une
a

distribution sur R.

Q11. Soient f; et fy sont deux fonctions continues telles que Ty, = TY%,. Alors pour tout
¢ € D(R) on a

+o00 400

Tt (p) =T, (p), cest-a-dire fit)p(t) dt = f2()e(t) dt.

Fixons a € R et choisissons en particulier, pour tout € > 0, ¢ :  +— p.(z — a), ou p. a
été défini dans la partie A. On obtient donc que

Ve >0, / Oopg(t —a)fi(t) dt :/ O0,05(75 —a) fo(t) dt.

En faisant tendre € vers 07, on a d’apres Q7. : fi(a) = fa(a). Ceci étant vrai pour tout
a € R, on a bien montré que f; = fs.

G@ =00 o,
Q 12. Soit ¢ € D(R) et soit 1 'application définie sur R par ¢(x) = T
©'(0) six =0.

(a) Soit x € R. Si  # 0, on a par changement de variable u = tx :
_ 1 T 1 1 1
W(r) = p(z) = ¢0) = —/ ' (u) du = —/ ' (tx) x dt :/ o' (tx)dt
0 T Jo 0

1
et si © = 0, cette égalité est aussi vérifiée car / ¢ (0)dt = ¢'(0) = ¥(0). Ainsi
0

1
W(r) = / ¢'(tx) dt pour tout = € R.
0
(b) Appliquons le théoreme de dérivation des intégrales & parametre en posant

g: Rx[0,1] — R
(z,t) = ¢(tz)

Pour tout ¢ € [0, 1], la fonction x — g(x,t) est de classe C*> avec

ak
VkeN, VY(z,t)eRx[0,1], a—i(;p, t) = t5 o*+D) (17)
x
"g
Soit k € N, alors pour tout z € R, la fonction ¢ — W(w, t) est continue et donc
x

intégrable sur le segment [0, 1], et on a
d*g k|, (k+1)
V(x,t)ERx [071]7 a k(l’,t) <t HQD HOO
x

ce qui assure la condition de domination pour la dérivée k-ieme.
Ainsi, par théoreme de dérivation des intégrales a parametre, la fonction v est de
classe C* pour tout k£ € N, et donc de classe C*.
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Q13. (a) Soit ¢ € D(R) et A tel que p(z) =0siz ¢ [—A, A, alors pour tout ¢ € |0, A[ on a

_E@dx—k +w@dx
/“/xwdé/%dx
= /:iaw(x)dw—l—/jj(pio dz +/ Y(x dx—l—/A(p(O)dx

- /_6¢(x)da:—l—[ (0)In /@b )dz + [p(0) In(z)] "
_145

(e d:):—{—/ (x dx+¢(0>lnz+¢(0)ln§

L.
:/ dx+/¢

et puisque 1 est continue sur R, on peut faire tendre £ vers 0" et on obtient

Iim (/:@dx+/jw@dx) :/iw(x)dx

On note V() cette limite et on dispose ainsi d’une application V' de D(R) dans R.

(b) On remarque tout d’abord que l'application V' est bien linéaire par linéarité de
I'intégrale.
Soit K un segment de R et A tel que K C [—A, A]. Pour tout ¢ € D(K), p(z) =

pour © ¢ [—A, A] donc d’apres le calcul précédent on a V(g / Y(x) de.

D’apreés Q12. on a, pour tout x € R, |[¢)(z)| =

1
/ o' (tx) dt’ < |l |l €t donc
0

V()] < 24[1¢ ]l < 24 max([[e]loo, 1#]l0)-

Ainsi la condition de distribution est vérifiée en choissant Nx = 1 et Cx = 2A (qui
ne dépend que de K), donc V' est une distribution sur R.

Partie C — Dérivation d’une distribution

Pour tout 7" € D'(R), on définit la forme linéaire 7" sur D(R) par :
Vo e D(R), T'(p) =—=T(¥).

Q14. 7" est bien une forme linéaire sur D(R) par linéarité de T' et de la dérivation. Puis,
prenons K un segment de R. Comme T est une distribution, il existe C'x > 0 et Ny € N
tels que Vip € D(K), |T(¢)] < O maxieove |
En particulier, pour tout ¢ € D(R), |T(¢)| < Cx maxefon, |||, Aot |T"(p)| <
Ck MaX;e[o, Ny +1] ‘}gp(i)||oo. Donc 7" € D'(R).

+oo
Q15. Soit p € D(R). Par définition, T}(p) = —T(¢') = — F@®)'(t)dt
On réalise une IPP, dont le crochet converge car ¢ est 7nofllle en dehors d'un segment :
+oo
Ti(p) = —[fO)p(t) 1% + F'(@)e(t)dt =Ty (p).

Donc lec = Tf’

Concours Centrale-Supélec 5) PC - 2026 - Maths 2



Q 16. Soit f la fonction valeur absolue : f(x) = |z| pour tout réel .

(a) — pour z > 0, Jlw) = J(0) =1, donc f est dérivable a droite en 0 et f7(0) =1
x
— pour x < 0, w = —1, donc f est dérivable a gauche en 0 et f/(0) =
—1

Comme f;(0) # f/(0), f n’est pas dérivable en 0.

(b) Soit ¢ € D(R). Par intégrations par parties (dont les crochets convergent de nou-
veau) :

Ti(p) = —T(¢")
:/O £ (¢) dt—/+ootgo’(t) dt

—0o0 e}

~ 0= [ et el + [

—0o0

+oo

- /_ C(t) f(t) dt

[e.e]

1 siz >0

ou C' : R — R est définie par C(z) = | sz
-1 siz

. La fonction C est bien

continue par morceaux sur R et T} = Tt.

Q17. Hj_oof €t Hpo 4oo sont continues (elles sont constantes, et prolongeables par continuité

en 0. Donc H est continue par morceaux sur R.
Soit ¢ € D(R) :

Tu(p) = =Tu(¥)
= — /+Oo ©'(t)dt

= —le®lg™
= ¢(0) = do(¢)
Donc T}, = dy.
Q18. Soit T' € D'(R) telle que 7" = 0.
(a) Par définition, pour tout ¢ € D(R), T"(p) = —T'(¢'), donc T'(¢') =0

(b) Prenons A > 0 tel que ¢(x) = 0 pour = &€ [—A, A] et soit ¢ : x — / ©(t) dt.

Pour tout z € R, ¥ (z) = [*, ¢(t) dt. D’apres le théoréme fondamental de 'analyse,

1 est dérivable sur R et 1" = . Donc 1 est de classe C*°. De plus, pour x < —A,
400

Y(xz) =0 et pour x > A, (x) = / ©(t)dt = 0. Donc ¢ € D(R).
D’apres la question précédente, T(onf) = 0. Donc T'(p) = 0.

(c¢) D’apres les questions Q5. et Q6., pour tout &, p. € D(R) et fj;o pe(t)dt = 1.
Donc p. convient.

(d) Posons ¢ = ¢p— (fj;o o(t) dt) ©o. Déja, 1 € D(R) car D(R) est un espace vectoriel.

Par linéarité de l'intégrale, fj;o P(t)dt = 0.
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Ainsi, T'(¢) = 0. Donc

T(p)=T (w + </_:O o(t) dt> wo) = T'(¢o) /_:o o(t) dt

(e) Posons h la fonction constante sur R égale a T'(¢p).
Par définition, pour tout ¢ € D(R), Th(p) = ["=° h(t)p(t) dt = T(po) [*2 o(t) dt.
Donec T}, = T.

Q19. Soit f une fonction continue de R dans R telle que TJQ = 0. D’apres la question précé-
dente, il existe h une fonction constante sur R telle que 7}, = Ty. D’apres la question
Q11., f = h. Donc f est une fonction constante.

Réciproquement, soit f une fonction constante sur R. Alors f est bien continue et méme
de classe C!, donc d’aprés la question Q 15., T = T = 0.

Ainsi, les fonctions f continues de R dans R telles que Tj’c = 0 sont les fonctions
constantes.

Si T' € D(R), la distribution dérivée seconde de T est par définition la distribution 7" = (7")".
Si T =Ty, on note (Ty)" =T}

Q 20. Soit g une fonction affine définie sur R. Alors g est de classe C?, donc T’ g =Ty =0.
Réciproquement, soit f continue de R dans R. Supposons que TJ’/ = 0. D’apres la
question Q 18., il existe une fonction h constante sur R telle que 7% = T},. Posons GG une
primitive de h sur R. G est de classe C' sur R donc T, =T), =T . On remarque que
Ti o =T;—Tg =0, donc il existe une fonction constante k sur R telle que Ty ¢ = Tj.
Comme f— G et k sont continues sur R, f — G =k et f = G+ k est une fonction affine.
Ainsi, les fonctions f continues de R dans R telles que T} = 0 sont les fonctions affines.

Soient f et g deux fonctions continues sur R telles que T = T,,.

Q21. Comme g est continue sur R, d’apres le théoreme fondamental de ’analyse, la fonction
G, — fo t)dt est derlvable sur R et G' = g.

Q 22. Soit ¢ € D(R) :

(Ty = Ta)'(p) = =(Ty — T)(¥)
=Ta(¢') = Ti(¢")
= —Ta(p) + Ti(p)
=Ty(p) — T7 ()

d’apres la question Q 15. (G étant de classe C! sur R).
Donc (Tf - Tg)/ = 0.
Q23. On remarque que Ty — T = Ty_¢. La fonction f — G étant continue sur R et T, =

d’apres la question Q 19., elle est constante. Autrement dit, il existe une constante h
telle que f = G + h. Donc f est de classe C! sur Ret f/ =G’ = g.

Partie D — Suite de distributions

Soit (T}, )nen une suite de distributions. On dit que la suite (7},),en converge vers une distribution
T si:
Vo € D(R), lim T,(¢) =T(p).

n—-+o0o

On notera lim 7T, 2T

n—-+o0o
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Q24. Soit ¢ € D(R) : T! () = —Tn(¢") = =T(¢") =T"(v). Donc lim,, 4o T}, 2,

_1)

(1) b

n—+1"

Les fonctions f, sont toutes continues sur R. De plus, pour tout n € N, f,(0) =

(—1) w‘+1(0) ne converge pas car ¥_1(0) > 0. Donc (f,) ne converge pas simplement.

D’apres la question Q 7., pour tout ¢ € D(R), fj;o fa(t)e(t)dt — 0, donc Ty, — 0.
Q26. Soit p € D(R) et A > 0 tel que p(x) =0six & [—A, A]:

Q 25. Posons pour tout n € N, f,, =

+A
T5.(0) — Ty(g)| = \ [ o - s0ya0 dt\
»
< [ 150 - 10lletw)at
A
< f||oo/A p(t)]dt = 0

Donc T, (¢) — T¢(¢) par encadrement, et lim,,_, . 77, 21 ¥

Pour la question Q 27., on donne les définitions suivantes.

— Pour toute fonction f continue de R dans R et telle que f? soit intégrable sur R, on

pose :
400 1/2
1= ([ rapar)

— On dit qu’une suite (f,)nen de fonctions continues de R dans R converge en norme 2
vers une fonction f continue de R dans R si les fonctions (f,, — f)? sont intégrables sur
Retsi lim ||f, — f|l2=0.

n—+o0o

Q27. Soit p € D(R) et A > 0 tel que ¢(x) = 0 pour tout = & [—A, A] :
A
150 - Tt =| [ (6 = rpplat
A
< [ 10~ r@lewla

<[l fu = fll2llell =0

Donc par encadrement, lim,, . 7', L Ty.

Partie E — Une application, le théoréeme d’unicité de Cantor
Soient (a,)nen+ €t (by)nen+ deux suites de réels telles que la série Z (an cos(nzx) + by, sin(nx))

n>1
converge pour tout réel x et est de somme nulle.

Q 28. On souhaite montrer que les suites (a,)nen+ €t (by)nen+ convergent vers 0.
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(a) En choisissant z = 0 on a la convergence de la série E an, ce qui implique que
n>1

lim a, =0.
n—-+4o0o

On suppose que la suite (b,),en+ ne converge pas vers 0.
(b) Soit x € [0, 27], la convergence de la série implique que

nl_lgloo (an cos(nz) + by, sin(nz)) = 0.

Or pour tout n on a |a,cos(nz)| < l|a,| donc d’apres la question précédente

lim a, cos(nz) = 0 par encadrement, et finalement lim b, sin(nz) = 0.
n—>+00 n—-+00

(¢) On a supposé la négation de b, —+> 0, ce qui se traduit par le fait que
n—-+00

>0, YVNeN' dIn>=N, |b|>c¢ ().

On considere ce réel € et on construit par récurrence I'application ¢ : N* — N* :
En appliquant (x) avec N = 1, on obtient un entier (1) € N* tel que |by1)| > .
Supposons que pour un certain n € N*, on ait construit ¢(n), on applique alors (x)
avec N = ¢(n) + 1 en on obtient un entier p(n + 1) > N tel que |byp41)| > €.
Par principe de récurrence, on a bien construit ¢ : N* — N* telle que pour tout
n € N* on ait |byy| > € et donc |bypy| > €, et telle que pour tout n on ait
e(n+1) > ¢(n) + 1, autrement dit ¢ est strictement croissante.

(d) Pour tout n € N* on a |by,)sin(p(n)x)| > €| sin(p(n)z)| donc par théoreme d’en-
. . . . .92 -
cadrement nl_l)gloo sin(p(n)x) = 0 et donc nl_lgloo sin“(p(n)x) = 0.
Ainsi la suite de fonctions z + sin?(¢(n)z) converge simplement vers la fonction
nulle sur [0, 27]. De plus chacune de ces fonctions est continue sur [0, 27| et
V(n,z) € N* x [0,27], |sin®(p(n)r)| <1

ot x — 1 est continue et intégrable sur [0, 27].
Par théoreme de convergence dominée, on obtient ainsi que
27
lim sin?(p(n)z) dz = 0.

n—-+o0o 0

(e) Calculons explicitement cette intégrale pour n € Nx fixé :

/0 2 (p(n)r) di — /0 Tl COS(;“’(”)I) dz = [g - —Smﬁg)x)} zﬁ o

2

et ainsi lim sin(¢(n)z) dz = 7.
n—+oo [

On a abouti & une absurdité donc I’hypothese de départ est fausse : la suite (b, )nens
converge vers (.

Q 29. On suppose dans cette question que les séries Z la,| et Z |b,,| convergent.

n>1 n=1

Soit k € N* fixé, on définit pour tout n € N* les fonctions

Up x> (@, cos(nz) + b, sin(nz)) cos(kz) et v, : .+ (a, cos(nz) + b, sin(nz)) sin(kz).

Par hypothese sur (a,) et (b,), les séries Z U, et Z v,, convergent simplement vers la
n=>1 n=>1

fonction nulle.

De plus pour tout n € N* et « € [0,27] on a |u,(z)| < |an|+ |bn| qui est le terme général
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d’une série convergente, et ainsi la série u,, converge normalement sur |0, 27|, et il en
) ) )
n=1

va de méme pour g vn. On a alors par théoréme d’intégration des séries de fonctions :
n=>1

g/o%un(x) dx:/ (Zun )dx—o

n=1
2 2m
Pour j € Z, notons C; = / cos(jr)dz et S; = / sin(jz)dz, on a Cy = 2w, Sp =0
0 0
et

sin(jz) ] —cos(jz) 17"
Vj e 7", Oj = |: - :| =0 et Sj = |:— :| = 0.
J 0 J 0
On en déduit que pour tout n € N*,
2w 2w 2m
/ up(z) de = an/ cos(nx) cos(kx) dx + bn/ sin(nx) cos(kz) dz
0

0
CQn+k: + Cnfk SnJrk + Snfk

= Qap bn

2 2
o ancnfk
B 2
_ 0 sin#k
o Ta, sin=%k

—+00
et finalement Z/ Uy (z) dr = 7ay et donc ay = 0.

21

\

De la méme mz;niére, pour tout n € N*,
27
cos(nx) sin(kz) dz + b, / sin(nz) sin(kz) dx
0

2
/ vp(z) de =
’ _ Son + Sk n b Cn—k - Cn—l—k
" 2

bncnk
2
_ {0 sin#k

b, sin==k

27
et finalement Z/ up(z) de = m by, et donc by, = 0.
n=1 0
Ainsi on a bien justifié que pour tout n € N*, a,, = b, = 0.

On revient au cas général et on ne suppose plus que les séries E la,| et E |b,| convergent.
n>1 n>=1

n bn .
Q30. Pour n € N* et x € R, on pose f,(z) = a_2 cos(nz) + — sin(nz).
n n

n bn .
Pour n € N* et x € R, on pose f,(z) = a_2 cos(nz) + — sin(nz).
n n

On a montré en Q 28. que les suites (a,)nens €t (by)nen+ convergent vers 0, elles sont
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en particulier bornées et il existe donc M > 0 tel que

|an| + [bnl < %

2 2°

Vn e N*, Ve e R, |fu(x)| < <
n n
La série Z — étant convergente et indépendante de x, on en déduit la convergence
n>1 n
normale sur R de la série de fonctions Z fn- On note F' sa somme.
n=>1

Q 31. Puisque chaque fonction f,, est continue et qu’il y a convergence normale, la fonction
F' est continue par théoreme de transfert de continuité. Pour montrer que F' est une
fonction affine, on va justifier que 7% est la distribution nulle et conclure a l'aide de

Q 20.
N
Posons, pour tout N, Fy = Z fn. Puisque la convergence normale implique la conver-
n=1

gence uniforme, la suite de fonctions continues (Fy),>1 converge uniformément vers la

fonction continue F', donc d’apres Q26. on a lim T, 2 Tp.
N—+o0

En appliquant deux fois Q 24. on en déduit que Nlir£ Tr, 2T 7. Or pour tout N la
—400

fonction Fy est de classe C? donc 1%, = Try d’apres Q15.. Ainsi on a justifié que

: D
1 Trn = Th.
NiIJIrloo Iy F
N
Par ailleurs, pour tout N > 1 et x € R on a F{(x) = — Z (an cos(nz) + by sin(nz))
n=1
donc la suite de fonctions (FY),>1 converge simplement vers la fonction nulle.

SI L’ON PARVIENT A JUSTIFIER QUE CETTE CONVERGENCE EST
EN NORME 2 on peut alors déduire de Q 27. que Nlirf Try 2 Ty = 0 et on a alors
—+o00

justifié que T = 0, et donc que F' est une fonction affine.

Q 32. En utilisant la méme majoration qu’'en Q 30. avec M un majorant de la suite (|a,| +
|bn|)nEN*a on a

— - |an| + |bs] — M
Vi€R, [F(@)| <) fal@)| <Y <)
n=1 n=1 n=1

et ainsi la fonction F' est bornée sur R. Puisqu’il s’agit d’une fonction affine, son coeffi-
cient directeur est nul, et elle est constante.

Q 33. Puisqu’il y a convergence normale de E fn vers F', on a par théoréme d’intégration des
n=>1
séries de fonctions

2m +oo 2m +oo

n bn

/ F(x)d:c:Z fn(x)dx:Z(a—zCn+—25n):O
0 n=1v0 n=1 n n

d’apres les calculs de la question Q 29.. Or en notant k£ la valeur constante de F' on a

2m
/ F(z)dx =27k donc k = 0, et finalement F' est la fonction nulle.
0
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+oo
b
Q 34. On a ainsi obtenu que pour tout z € R, F(x) = ; (% cos(nzx) + ;Zsin(nx)) =0,
b
ou les séries Z lz—Z‘ et Z ‘n—zl sont convergentes puisque (a,)nen+ €t (by)nens sont

n>1 n=1
bornées. On peut donc appliquer Q 29. avec ces familles de coefficients, et on obtient

a?’L . n _
n? n?

vneN*, a,=5b,=0.

que pour tout n € N*, 0, et finalement

— Fin —
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