Partie A

On consid

1.

Epreuve de Mathématiques A

: Quelques matrices

ére les matrices M; = (i ?)»Mz — (i _12),M3 _ (i —14)

Rappeler la caractérisation des matrices trigonalisables a 'aide du polynéme
caractéristique.

Une matrice est trigonalisable si et seulement si son polynéme caractéristique est scindé

2.

Michel Ré

M, est-elle diagonalisable dans M, (C) ? dans M, (R) ?
Déterminer (si possible) une matrice P; inversible et une matrice diagonale D, telles que
M; = P,D,P;{1. Le calcul de P; ! n'est pas demandé.

On caleule yy, (X) = }_(1_2 ;6_1 (X —2)(X—1)—6=X>—3X—4=X+1)X—4)

Le polynome caractéristique de M, est scindé simple donc M, est diagonalisable dans
M, (R) donc dans M, (C).

De la question précédente on déduit que Sp(M,) = {—1;4} donc|D, = (0_1 2)
X 2x + 6y = —x
y) = { X+y=-

On obtient une droite vectorielle engendrée par le vecteur (_12)

x) {Zx + 6y = 4x
=
y x+y=4y
On obtient une droite vectorielle engendrée par le vecteur (i)
1_2 ?) formée des coordonnées des vecteurs propres associés

respectivement aux valeurs propres -1 et 4 exprimées dans la base canonique de R? répond 3
la question posée.

Onrésout:Ml(;)z—( = x+2y=0.

X
De la méme facon on résout : M, (y) =4 ( & 3y =x.

La matrice [P, =(

a) M, est-elle diagonalisable dans M, (C) ? dans M, (R) ?

On calcule
X—3 2
o, X =[]

X_1|=(X—3)(X—1)+2=X2—4X+5

Le discriminant du polynéme caractéristique de M, vaut -4<0. Donc y,(X) est
irréductible dans R[X] donc \MZ n’est pas diagonalisable dans M, (]R)|.

Ses racines complexes conjuguées sont 2 + i donc y,, (X) est scindé simple dans
C[X] donc |M, est diagonalisable dans M, (C)|.
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b)

a)

b)

2

Déterminer (si possible) une matrice P, inversible et une matrice diagonale D, telles
que M, = P,D,P;!.Le calcul de P; ! n'est pas demandé.

0 200)

D’aprés ce qui préceéde la matrice D, = ( répond a la question posée.

De la méme facon qu’a la question précédente on résout :

X\ X 3x -2y =2+ i)x B )
Mz(y)—(2+l)(y)<=>{ ety 24Dy SE=A+DY
On obtient une droite vectorielle engendrée par le vecteur (1 -1|_ l)

On résout :

M, (;) = (2-1) (;) PN {3i B ;y:(z(z__i)i;x e x=(1-0y.

On obtient une droite vectorielle engendrée par le vecteur (1 I l)

. 1+7 1-—1i . , .
La matrice |P, = ( 1 1 ) formée des coordonnées des vecteurs propres associés

respectivement aux valeurs propres 2 + i et 2 — i exprimées dans la base canonique de
C répond a la question posée.

M, est-elle diagonalisable dans M, (R) ? Trigonalisable dans M, (R) ?

On calcule
X—-5 4
o, ) = [

X_1|:(X_S)(X—1)+4=X2—6X+9:(X_3)2

Xu, (X) est scindé dans R[X] donc M, est trigonalisable dans M, (R)|

3 est la seule valeur propre de M; et f; n’est pas proportionnel a 'identité (une
homothétie de rapport 3) donc|M; n’est pas diagonalisable dans M, (R)|

On note f; I'endomorphisme de R? canoniquement associé a la matrice M;.

Déterminer une base de R? dans laquelle la matrice de f; est T; = (g ;)

On résout :

0 ()=3() = 3 P e

On obtient une droite vectorielle engendrée par le vecteur (i)

x
y

)+3u<:>{

)tel que Mju = (i) + 3u
5x —4y =2+ 3x

x+y=1+3y

On cherche un vecteur u = (

2
1

En particulier le vecteur ((1)

M3u=( Sx—2y=1

) convient.
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La famille {(i) ; ((1))} est une famille libre de deux vecteurs de R? donc c’est une base

de R? et dans cette base la matrice de f; est bien T; = (8 é)

a b \ 2
: 1)ou(a,b)€R.

5. A quelle condition nécessaire et suffisante les matrices M(a, b) sont-elles inversibles ?

On s'intéresse désormais aux matrices M(a, b) = (

M (a, b) est inversible si et seulement si |§l 119| =a—-b+0

6. Calculer le discriminant, A(a, b) du polynome caractéristique de M(a, b).
a0 =74 TP =@ -D-b=X-(a+DX+a-b
Donc|A(a,b) = (a+ 1)2 —4(a — b) = (a — 1)* + 4|

a) Justifier que si A(a, b) = 0 alors M(a, b) n'est pas diagonalisable dans M, (C).
Lorsque A(a, b) = 0 alors yuq,) posséde une unique valeur propre A. La seule fagon
que M (a, b) soit diagonalisable soit que f, ) 1'endomorphisme de R* canoniquement
associé a la matrice M(a, b) soit proportionnel a 'identité (une homothétie de rapport
). Donc que M (a, b) soit déja diagonale ce qui est impossible. Donclsi A(a, b) = 0 alors|
IM (a, b) n'est pas diagonalisable dans M, (C)|

b) Lorsque A(a,b) # 0, M(a, b) est-elle diagonalisable ? On précisera si c'est dans
M, (R) et/ou M, (C).
Lorsque A(a, b) # 0 alors de deux choses l'une :

e SiA(a,b) =(a—1)*+4b>0: Alors yuqup (X) est scindé simple dans R[X]
puisqu’il possede deux racines réelles distinctes donc M (a, b) est diagonalisable
dans M, (R) donc diagonalisable dans M, (C).

e SiA(a,b)=(a—1)?>+4b < 0: Alors Xm(ap)(X) est irréductible dans R[X] et
scindé simple dans C[X] puisqu’il posséde deux racines complexes distinctes

donc M(a,b) est diagonalisable dans M,(C) mais pas diagonalisable dans
M (R).

En conclusion Si A(a, b) # 0,alors M(a, b) est diagonalisable dans M, (C) et
diagonalisable dans M, (R) uniquement si A(a, b) > 0

8. Représenter sur la feuille de papier millimétré fournie :
¢ L’ensemble des points de coordonnées (a, b) tels que M(a, b) est non inversible;
M(a, b) est non inversible < a = b : ¢’est la premiére bissectrice
e L’ensemble des points de coordonnées (a, b) tels que M(a, b) est diagonalisable dans M, (R);

Il s’agit de ’ensemble des points situés strictement au dessus de la parabole :
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> 1( 1)?
y>-7x-1

de sommet S(1;0), d’axe vertical x = 1 et tournée vers les ordonnées infiniment négatives

e L’ensemble des points de coordonnées (a, b) tels que M(a, b) est diagonalisable dans M, (C)
mais pas dans M, (R);

Il s’agit de ’ensemble des points situés strictement sous la parabole :
<—Z(x-12
y 4 x

e L’ensemble des points de coordonnées (a, b) tels que M(a, b) n'est pas diagonalisable dans
M, (©);

Il s’agit exactement de la parabole d’équation

1
y=-70- 1)?

e Les 3 points correspondant aux matrices M,, M, et M5 définies en début de cette partie.
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Partie B : Un couple de variables aléatoires

2
Dans cette partie, on considére la matrice C = (c; f)1<ij<3 = 1—12 (2 2 1) ainsi que le couple de
x4 1

variables aléatoires (X, Y) dont la loi conjointe est donnée par :

o X(.Q.) = Y(.Q.) = {xl, X3, x3} avec X1 = _1,x2 =0et X3 = 1.
e Vie{123}LVj€e{123}L,P(X=x,Y =x)=c;;.

1 X1
On note U le vecteur <1> et V le vecteur <Xz>.
1 X3

On convient de confondre une matrice de M; (R) avec son unique coefficient.

1.
a) Justifier soigneusement que le produit CU permet d'obtenir la loi de X puis
déterminer cette loi.

On sait que la loi conjointe permet d’obtenir la loi marginale de X en effectuant les

sommes, pour tout i € [1;3] :
3

PX=x;) = ZP(X =x;,Y =x;)
j=1
Vérifions que cette somme correspond bien au produit de la matrice C par le vecteur

1
colonne | 1 |:
1

1

L 1 1 2\/1 ) 4 35
OncalculeCU=—12 2 1])(1]=5|5|=|5
1 1 1/ \1 3 1

4

On obtient donc la loi marginale de X :

1

P(X = =—

( X1) 3

PX = x,) = —

- 12

P(X = =—

( X3) 2

b) Vérifier que l'espérance de X, notée E(X), est égale a VT CU puis la calculer.

On sait que la loi marginale de X est donnée par

P(X = xq)
CU=|PX=x,)
P(X = x3)

EtVT = (x4, x,,x3) donc on a bien
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B0 = ) xP(X =x) =V7CU = el
ST T T3T:T 12

1=
Donner, sans justification, les produits matriciels qui permettent d'obtenir la loi marginale de
Y et l'espérance E (V) de Y puis effectuer ces produits.

La loi marginale de Y est déterminée par U'C, I'espérance E(Y) = UTCV
1 1 1
UTC= (P =y) PIY=y) PY=y)=(5 5 3

Donc Y suit une loi uniforme et E(Y) =UTCV =0

2. Que représente le produit V' CV pour le couple ( X,Y )? Une justification est attendue.
Calculer ce produit.

On a
3 3
VTCV=ZZxcUx] ZZxx]P(x—xl, =x;) = E(XY)
i=1 j=1 i=1j=
1 11 2\ /=1 1 1 .
EQV)=VTev=2(-1 0 D2 2 1J(0 J=7(-1 0 D|-1|=-7
1 1 1/ \1 0
Donc
E(XY) = !
(XY) =--5

3. Calculer la covariance de X et Y.

On sait que Y suit une loi uniforme donc E(Y) = 0. On en déduit :

Cov (X;Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = E(XY) = ‘%

4. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ? On donnera deux justifications
différentes.

1%e justification : E(XY) = — 1—12 # E(X)E(Y) = 0 puisque E(Y) = 0
1
12

et P(x =x)P(y=x,) = % X % = %donc P(x=x;y=x1) # P(x =x)P(y = x1)

2¢me justification : on compare P(x = x;y = X1) = €11 =

Dans les deux cas |X et Y ne sont pas indépendantes|

5. Que représente la trace de C pour le couple (X,Y) ? La calculer.
Ona

3

Cii = ZP(x x;;y=x;) =P(X=Y)

i=1 =1
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Partie C : Des variables aléatoires dans une matrice.
A B)

Dans cette partie, on considere deux variables aléatoires A et B ainsi que la matrice M(4, B) = ( 1 1)

1. On suppose dans cette question que les variables aléatoires A et B sont égales
respectivement aux variables aléatoires X et Y définies par la partie B.
a) Déterminer la probabilité que M (4, B) soit inversible.

D’apres la partie la probabilité que M (4, B) soit inversible est identique a la probabilité
que A # B. Donc

2
P(M(A,B) estinversible) =1—-P(X=Y)=1-Tr(C) = 3

b) Calculer la probabilité que M (4, B) ne soit pas diagonalisable dans M, (R) ni dans
M, (C).

D’apres les résultats de la partie A, la probabilité que M (4, B) ne soit ni diagonalisable
dans M, (R) ni dans M, (C) vaut :

1
P(Y: —Z(X—1)2>
OrX € {—1;0; +1} donc Y € {—1;—&;0}. Ainsi ;

1 1
P(Y=-2(X-1?)=PX=-LY=-1D+P(X=0Y=-2)+P(X =1Y =0)

avecP(Xz 0;Y = —i) =0
Donc

P(Y— 1(X 1)2)_1 1_1
T4 12 12 6

Donc la probabilité que M (4, B) ne soit ni diagonalisable dans M, (R) ni dans M, (C)
1

vaut -
6

On suppose désormais et jusqu'a la fin de cette partie que A et B sont deux variables
aléatoires indépendantes.

2. On suppose que A et B sont a valeurs dans une partie H de N.
Etablir soigneusement que

P(A=B) = Z P(A = k)P(B = k).
keH
L’évenement
(A=B)=U(A=k)n(B=k)
kEH
Est une réunion d’évenements tous disjoints donc

P(A:B):Z P(A:k;B:k):z P((A=k)n (B = k)
keEH keEH
A et B sont deux variables aléatoires indépendantes donc

P((A=k)Nn(B=k)) =P(A=k)P(B=k)
Michel Ré PT - Lycée Jean Zay Thiers (63)



D’ou

P(A = B) = Z P(A = k)P(B = k)

keH

3. On suppose dans cette question que A suit la loi binomiale de parameétres n et p ou n est un
entier naturel non nul et p est un réel appartenant a ]0; 1 et B suit la loi géométrique de
parametre r ou r est un réel appartenant a ]0; 1].

a) Rappeler I'univers-image A(Q) de A ainsi que les probabilités P(A = k) pour k €
A(Q).

On a[A(Q) = [0;nllet vk € [0;n], P(A = k) = (},) p*(1 = p)"*

b) Rappeler 1'univers-image B({) de B ainsi que les probabilités P(B = k) pour k €
B(Q).

OnalB(Q) = Net\vk € [1;n],P(B = k) =r(1 —r)* Y

c¢) Démontrer que la probabilité que M (4, B) ne soit pas inversible est égale a

T
1=~ [(A—pr)" =1 —-p)"]
La probabilité que M (A4, B) ne soit pas inversible est égale a P(A = B)

Les deux variables aléatoires sont indépendantes, donc :

P(A=B) = Z P(A = k)P(B = k)
k=1

Donc
n n
n _ _ r n _
PA=B)= ) () —py (1 -kt == (1) (= p)" (1 = 1)
k=1 k=1
Donc
r
P(A=B)=1—I[(p(1—7)+1=p)" = (1—p)"]
Finalement
T
P(A=B)=-—I[1-pr)"—(1-p)"]
4. On suppose dans cette question que A suit la loi de Poisson de parametre 1 et que C = —B

suit la loi de Poisson de parametre p ou A et u sont deux réels strictement positifs.
a) Rappeler I'univers-image A(Q) de A ainsi que les probabilités P(A = k) pour k €
A(Q).

/1’(
A(Q) =NetP(A=k) = Fe—l

b) Démontrer que A + C suit la loi de Poisson de parametre A + u. On pourra utiliser les
fonctions génératrices.
A+C0)(Q) =N
Les deux variables aléatoires sont indépendantes, donc
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P(A+C=n)= PA=k;C=n—-k)= P(A=k)P(C=n—k)

() & n
S ) G
n! e k n!

¢) En déduire la probabilité que M (4, B) soit inversible.

IP(M(A,B) estinversible) =1 —P(A+ C =0) = 1 — e+

On suppose désormais jusqu'a la fin de cette partie que A suit la loi de Poisson de parameétre 1 et B
suit la loi de Poisson de parametre u ou A et u sont deux réels strictement positifs.

5. Démontrer que la probabilité que M (4, B) soit non inversible est égale a
+o0

[ = z %e—uw)
k=0
+oo
P(M(A, B) non inversible) = P(A = B) = P(A=n;B =n)
k=0

Donc, les deux variables aléatoires étant indépendantes, on obtient

+ oo + 00
A 2 ("
P(M (A, B) non inversible) = — e Ak = M o=
| | N2
k=0 kl k. k=0 (k.)

6. L'objectif des questions suivantes est de déterminer une valeur approchée de I.
Une premiere option : Pour tout n > 0, on note

k
QR ey

fn= 2, e

B k=n+1
a) Démontrer que

On a facilement
VeE>n+1,(n+ D! < k!
Donc, par passage a l'inverse
1 1

<
kD2 K@+ D B
A €T Z Ak e Z (A"

vn > 0,|R — = <
n>0,|R,| < Knt ¢ (n + 1)! kI S (n+1)! k!
b k=n+1 k=n+1 fe=0
onc
vn > 0, 1Ry < gy e™

Michel Ré PT - Lycée Jean Zay Thiers (63)



10

b) Ecrire en langage Python une fonction val_app de parametre un réel strictement
positif eps, qui calcule et renvoie la valeur d'une somme partielle de I représentant
une valeur approchée de I a eps > 0 pres.

On supposera que les valeurs de A et de 1 sont stockées respectivement dans les
variables globales la et mu et que les fonctions exponentielle et factorielle sont
disponibles grace a la commande :

from math import exp, factorial

Il n'est pas demandé la documentation des fonctions mais il possible et méme
recommandé de commenter les lignes de code.

On utilise la majoration du reste précédente
from math import exp, factorial

def val_app(eps):
n=20
while exp(la * mu - (la + mu)) / factorial(n + 1) > eps:
n=n+1

s=0
for k in range(n + 1):

s = s + ((Ia* mu) ** k) / (factorial(k) ** 2)
return exp(-(la + mu)) * s

¢) Quelle instruction doit-on rajouter pour afficher une valeur approchée de I a 107°
pres?

L'instruction a rajouter est : print(val_app(lo**(—5)))]
7. Une deuxiéme option : Soit N un entier naturel non nul. On simule N fois de fagon
indépendante les variables aléatoires A et B.
Pour i € [1; N], on note J; la variable aléatoire égale a 1 si la matrice M (4, B) est non
inversible lors de la i-éme simulation et égale a 0 sinon.
On note également Ky = YN_, J; et Ky = %KN.
a) Reconnaitre la loi de la variable aléatoire J; pour i € [1; N]. On donnera son nom
ainsi que son ou ses parametres.

On a une succession indépendante de évenements de type succes/échec, donc La
variable aléatoire |J; suit une loi de Bernoulli de paramétre p = P(4 = B) = |

b) Quelle est la loi de Ky ? On donnera son nom ainsi que son ou ses parametres. Une
justification est attendue.

La variable aléatoire K, est la somme de N variables de Bernoulli indépendantes de
méme parametre p = P(A=B) = L.
Ky suit donc une loi binomiale de paramétres N et p = P(A = B) = I.

c¢) En déduire I'espérance et la variance de K.
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d)

e)

11

L’espérance de la loi binomiale K est donnée par E(Ky) = NI. Donc, par linéarité de

I’espérance,

La variance de la loi binomiale Ky est donnée par V(Ky) = NI(1 —1)

Et

Ia-0n
N

V() =V () = 3V K) =

Démontrer a l'aide de 1'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, que :

— 1
Ve > 0,P(|[Ky — 1| > ¢) <INz

L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev appliquée 4 la variable aléatoire finie K, permet

d’affirmer que,

_ _ V(Ky
ve > 0,P(|Ky — E(Ky)| > €) < (gz"’)
soit
_ (¢
Ve > O,P(lKN—Il > S) <W

Considérons la fonction x — x(1 — x) sur l'intervalle [0; 1].
Cette fonction admet un maximum qui vaut % en x = %
On en déduit

ve>0,P(|[Ky— 1| >¢) < T

1

En déduire que Ve > 0,P(I € [Ky —e;Ky +¢]) > 1 — "L

D’apres ce qui précede on a
ve>0,P(|Ky—1|>¢) <
Donc, par passage au complémentaire

ve>0,P(|Ky—1|<e)=1-

1
4N g2

1
4N¢g?

Or|Ky—I|<e=T€|ky—e;Ky+e[et|Ky—e;Ky+e[c[Ky—e;Ky+e]

Donc

P(Ie[Ky—e;Ky+e])=P(|Ky—1|<e)=1-

1

4Ng?

Qui est bien le résultat annoncé

Pour A = 1 et u = 2, on effectue N = 100000 simulations. La matrice M (4, B) a été
non inversible a 21357 reprises. Quelle information concernant la valeur de I,

l'inégalité précédente donne-t-elle si on prend e = 1072 ? Puis ¢ = 1073 ?

OnaN =100000,Ky = 21357 doncm = 21357100000 = 0,21357.
e Poure=1072:
— = 0,025
4Ne?

Donc |P(I € [0,20357 ;0,22357]) > 0,975
e Poure=1073:

PT - Lycée Jean Zay
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1

4Ne?
Donc |P(I € [0,21257;0,21457]) = —1,5

2,5

Ici, pour ¢ = 1073, I'inégalité ne donne aucune information exploitable]

Partie D : Un deuxiéme couple de variables aléatoires.

Soient n € N*, X et Y deux variables aléatoires telles que X(Q) = {x;,x, ..., x,} et Y(Q) = {y1,¥2, ..., Yn}-

On note Q = (g;;) la matrice de M, (R) définie par :

1<i,j<n
v(i,j) € [L;nl?% q; =P(X =x,Y =y).

1. On suppose que X et Y sont indépendantes et que Vi € [1;n], P(X = x;) # 0.
a. Justifier que le rang de la matrice Q est égal a 1.

Les variables aléatoires sont indépendantes donc
v(i,j) € [1;n]%q; = P(X =x,Y =y;) = P(X = x)P(Y =)

P(X = xl)
. o e _ _ P(X - xZ)

Chaque vecteur colonne C;de la matrice Q s'écrit C; = P(Y = y;) :
P(X = xy,)

Toutes les colonnes de la matrice Q sont donc proportionnelles au méme vecteur

Done

b. Que peut-on en déduire concernant les éventuelles valeurs propres (réelles) de Q
ainsi que leur multiplicité ?

Une matrice de rang 1 ne posséde que [deux valeurs propres : 0 et la tracel.

Ces deux valeurs propres sont de multiplicités respectives n — 1 et 1.

Ici
Tr(@) = ) P(X = x)P(Y = y) >0

Car, on sait par hypothése sur Xque Vi € [1;n], P(X = x;) # 0et3j,P(Y = y;) # 0

c. Démontrer que Q est diagonalisable.
rg(Q) = 1 donc, d’apres le théoréme du rang, dim Ker Q = n — 1.

P(X = x1) P(Y =y1)

On pose U = P(X:ZXZ) etV = P(Y::yZ) OnaQ=UVT
P(X = x,) P(Y =y,)

Donc
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QU=UVTU=UWTU)T
Or

VU = z P(Y =y)P(X =x;) =Tr(Q)
i=1

Donc

QU = Tr(Q)U
Donc U est un vecteur propre de Q associé a la valeur propre Tr(Q)

Comme Vi € [1;n], P(X = x;) # 0, on est s(r que le sous espace propre de de Q associé
a la valeur propre Tr(Q) n’est pas réduit au vecteur nul et que sa dimension est égale
a 1. La somme des dimensions des sous espaces propres étant égale a n, on en déduit
que:

[0 est diagonalisable]

d. Lorsque n = 4, donner un exemple ou Q n'est pas diagonalisable si on enléve
I'hypothese Vi € [1;n], P(X = x;) # 0.
Les deux variables aléatoires X et Y devront étre non constantes.

Il suffit de considérer

o RO O
= kO O

S

Il

I
coco R
o or o

N’est pas diagonalisable

2. On suppose que le rang de Q est égal a 1.
Démontrer que X et Y sont indépendantes.
On pourra, si nécessaire, généraliser sans démonstration certains résultats vus dans la
partie B.

Par définition de la loi marginale
n

PO =x) = ) P(X =x5Y = )
j=1
Or la matrice est de rang 1 donc chaque colonne C; est proportionnelle a un méme vecteur

P1 P1
colonne( : )donc Vj,3k; € R, C; = k; ( : )
Pn Pn

Ainsi, pour chaque ligne i,V j P(X = x;Y = y;) = k;p;

Et
n n n n
> m=1=( Y )(Yn)
j=1i=1 j=1 =1
On obtient
n n n n
PX =x)P(Y =y;) = ZP(X =x;Y = yj)ZP(X =x;Y =y;) = Z kjpiz kip;
j=1 i=1 j=1 i=1
Donc
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P(X = x)P(Y = y;) = pik; ) k;

n
j=1 i=1

pi = pik; = P(X = x;Y = y;)

\En conclusion, si le rang de Q est égal a 1, alors les variables aléatoires sont indépendantes|
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