Préambule

Dans ce qui suit, t, désigne un réel strictement positif.

1. Soient f et g les fonctions qui, a tout réel t # t,, associent respectivement :

t to

et g(t) =
to—t 9 to—t

f@®) =

Donner le domaine de dérivabilité de f et g et montrer que, pour tout réel t de ce domaine, les dérivées
de f et g coincident. Il est demandé d'expliciter ces dérivées.

Les fonctions f et g sont toutes deux définies et de classe C* sur R\{t,} en tant qu’inverses de
fonctions de classe C* ne s’annulant pas sur R\{¢,} [Elles sont donc dérivables sur R\{¢,}|

On remar
on obtient

De plus

ue que Vt € R\{ty}, g(t) — f(t) = 1. Donc en dérivant cette relation pour tout t # t,

vt € R\{t,}, f'(t) — g'(t) = 0. Donc les deux dérivées coincident sur R\{¢,}.

vt € R\{tc}, f'(t) = ;= 9'(0)

to
(to—t)

2. Donner le tableau de variations de f sur | — oo, ty[ et sur |tq, +0[, en précisant les limites aux bornes.

to

vt € R\{to}, f'(t) = TSy > 0 donc la fonction f est strictement croissante sur son ensemble

de définition. De plus tligrn f(@®) = —1let|lim_f(t) = —oolet tlign_f(t) = 400

3. Donner une équation de la tangente
T a la courbe représentative de f en ;

0.

En 0,

admet pour équation cartésienne

To:y = f'(0)(x = 0) + f(0) !

C’est-a-dire

t-tg

la tangente a la courbe

1 X
To:y = —x
-y t
4, lracer, sur la feuille de papier @ 5 “ 3 2 -1 1 2 3 4 5 5

millimétrée fournie, la tangente T et
l'allure du graphe de f sur | —oo, ¢, [

et sur |

1, a I'échelle : une unité pour un cm .
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5. Soit n un entier naturel non nul. Montrer que la fonction f est n fois dérivable sur | — oo, ty[ et sur
Jto, +oo[, et donner, a I'aide d'une démonstration par récurrence, I'expression de sa dérivée n’é™e, (™ sur
] —o0, ty[ et sur ] tg, +o0].

La fonction f est le quotient de deux fonctions n fois dérivables sur R\{t,}, et dont le
dénominateur ne s’annule jamais sur R\{t,}. La fonction f est donc n fois dérivable sur R\{¢t,}

On montre par récurrence sur 'entier n > 1 le résultat suivant :
to
vt € R\{to}, f™ () = (D" 'nl—————
\{ 0} f ( ) ( ) (to _ t)n+1
e Sin =1:lapropriété est avérée d’apres la question 1)

e Soit n > 1. On suppose Vt € R\{ty}, f™(t) = (—1)“‘171!#.
-

dérivable sur R\{¢,} entant qu’inverse d'une fonction dérivable sur R\{¢,} et ne s’annulant
pas sur cet ensemble et :
vt € R\{to}, f ™V (t) = (D™ *(=Dn! (n + Doty — £)~"+2

La fonction f™ est

D’ou
to
vt € R\{to}, f™*V(t) = (-D"(n+ 1) ————
o), FD(0) = (D" 0+ DY e
Donc la propriété est avérée au rang n+1 : elle est donc héréditaire et initialisée donc vraie
par récurrence sur 'entier n > 1
Ainsi

to

Ve € R\{to}, f® ) = ()"l o

6. Déterminer une primitive G de g sur | —oo, ty[ et sur |ty, +00[, puis une primitive F de f sur | — oo, ty[
et sur |tg, +00|.

e Sur ]t,; +oo[ une primitive G de g est|t — —t,In(t — t,)|
e Sur]—oo;t,[ une primitive G de g est|t — —t,In(t, — t)|

On avu que Vt € R\{t,}, g(t) — f(t) = 1 donc en primitivant cette relation on obtient :

e Sur |ty; +oo[ une primitive F de f estt — —t — t,In(t — t,)
e Sur |—oo; ty[ une primitive F de f est|t — —t — t,In(t, — t)

7. Soitn € N*, I un intervalle de R, et x, € I. Enoncer la formule de Taylor-Young a l'ordre n au
voisinage de x, pour une fonction 1 définie sur I (on précisera dans la réponse les conditions de
régularité vérifiées par i ).

La formule de Taylor-Young, pour une fonction n fois dérivable en x, € I a I’ordre n s’écrit
n

()
roo = >0 et o(Ge -5

k!
k=0

8. Donner, pour n € N*, le développement limité a 1'ordre n au voisinage de 0 de la fonction t ~ i, dont
on aura, au préalable, rappelé le domaine de définition. Il est demandé de détailler la réponse.
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Soit un entier n > 1. En appliquant la formule de Taylor-Young précédente a la fonction t —
%_t qui est une fonction n fois dérivable sur R\{1}, donc en 0, avec Vk € [0; n], f*(0) = k!, on
obtient :

n

L =Ztk+0(t")
1-t

k=0

9. En déduire, pour n € N*, le développement limité a I'ordre n au voisinage de 0 de la fonction t +
In (1 — t), dont on aura aussi, au préalable, rappelé le domaine de définition.

En primitivant le développement précédent de Taylor-Young en 0 a 'ordre n sur |—oo; 1[ on
obtient :

nok
In(1—1t) = — Z%Jr o(t")
k=1

Partie I

1. Déterminer, sur R} une primitive H de la fonction h telle que, pour tout réel strictement positif ¢t :

. N , . 1 1 101 . .

La fonction h qui, a tout réel ¢t de Dy, associe h(t) = -— = = - — — est continue sur R}
t24t  t(t+1) t  t+1

en tant que différence de fonctions continues sur cet ensemble donc elle y admet une primitive

H donnée par

vVt >0,H(t) =Int—In(t+ 1) =1In

t+1

+oo dt
n

2. Pour tout entier naturel n > 2, étudier la convergence de l'intégrale , puis la calculer.
g g 72 P

Soit n > 2. La fonction h est continue sur [n; +o[ donc intégrable sur tout segment inclus dans
cet ensemble. De plus :

1
VE220<h(t) <

Donc, par comparaison a une intégrale de Rieman convergente, I'intégrale
f + o0 dt
Lttt 1)

Est convergente. De plus

Or, lim = 1donc lim lni =0dou

t—+oo t+1 t—+o
f+°° N <1+1>
L tt+1) nn+1_rl n
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3. Pour tout entier naturel n > 2, on pose :

™ sin (nt)dt oo dt
U, =—n| —————+ >
o ntcos(nt) J, t+t

_1\n
Montrer que, pour tout entier naturel n > 2,u,, = In (1 + %)

vn>2,VteER —1< cosnt<ldoncvn>2,VteR,0<1<n+ cosnt.

De plus Vt € [0; ], (n + cosnt)’ = —nsinnt. Ainsi
T sinnt dt 1 - 1 .
fo T cosnt ~ pn(+t cosn)]g = ——{ln(n + (=1") —In(n + 1)]
Donc
T sinnt dt 1 (—1)" 1
f ——=——|In{1+ —1n(1+—)
o N+ cosnt n n n
Donc
™ sinnt dt (-1 1
—nf —=In(1+ —1n(1+—)
o N+ cosnt n n
D’ou

(-D"
vn=>2,u,=In|1+ -

4. Déterminer la limite de la suite (Uy,)ps2.

On déduit du calcul précédent que | lim u, =0

n—+4oo

5. Soient ), a,et), b, deux séries convergentes, et A un réel. Montrer que ), (a, + 1b,) est une série
convergente.

Si les séries ), a,, et ), b, sont convergentes alors les deux suites des sommes partielles 4,, =
Yk=o ax €t B, = Y.1—o by sont convergentes

Donc, par combinaison linéaire de suites convergentes, la suite

n

A, + B, =zak+/1bk
k=0

est convergente. Donc |la série ¥ (a, + Ab,,) est convergente|

6. Etudier la convergence et la convergence absolue de la série Y.,,5, U, (o, pour tout entier naturel n >
2,uy, a été introduit a la question 3.).
Indication : on pourra poser, lorsque 'entier n tend vers l'infini : h = %, et utiliser un développement
limité en h.
On sait que, pour n vers 'infini on a :
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D™y _ Dt 1 1
un=ln<1+ - >= - +2nz+0<;>

e Lasuite (% ) étant strictement positive décroissante et de limite 0 alors, d’apres le critere

Or:

, . 7 z 7 _* _1 n
spécial des séries alternées la série), % est convergente
o) 1 s . .
e lasérie), — est une série de Riemann convergente

1 V4 V4 ’ . . . V4 V4
e 0 (F) est le terme général d'une série convergente par domination du terme général
d’une série de Riemann convergente.

Donc, par somme |la série ¥ u, est convergente]

En passant a la valeur absolue dans le développement limité précédent on montre que

1
|un|~;

Donc [la série ¥ u,, n’est pas absolument convergente

7. Pour tout entier naturel N > 2, on pose :

SN = Uk

NeE

k=2
a) Montrer que, pour tout entier naturel N > 1 :
P 2N +1
2y = 1N N

On montre le résultat proposé par récurrence sur N

e SiIN=1:S,=u,=1In (1 + %) =In (g) donc la formule est avérée au rang 1

e Soit N > 1:on suppose S,y = In (21:;1 )
Alors :
2N +1
Sav+1) = ln( N > + Uzn+1 T Uzt
Donc
Sywan = | (2N+1>+1 (1 ! )+ (1+ ! )
2v+) = Moy "CToavd) T U Tavy D
Donc
g _1(2N+1>+1( 2N >+1<2N+3>
2+ = TN "ov+1/) T "
Donc

2N+1 2N 2N+3>

Syivary =1 (
20D T TN T ON +1 2(N + 1)

2N+3
DOIlC 52(N+1) —_ ln ( 2(N+1))
La propriété étant héréditaire et initialisée, elle est vérifiée par récurrence
VN >1,5 1 (ZN - 1)
> 1, =1In
2N 2N
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b) Pour tout entier naturel n > 1, comparer Uy, 41 €t Uyy,.
On a

_1(1 1 ) 1<1 1)_1<2n) l<2n+1>
Uzntr —Ugn = IN{L =2 —= J=In{ L+ o0 ) =n{g =7 )~ (T2,
= 2] ( 2n )<0
R U]
Donc fuzy ey < Uy

c) En déduire, pour tout entier naturel N = 2,S5,y_1.

VN 2 1'52N—1 - SZN —_ u2N - ln (21;];1 ) - ln (1 +$) == O dOl’lC |VN 2 1,52]\1_1 = 0|

d) Calculer :

+ 00
2,
n=2
. 2N+1 . . .
Ona lim ln( ) = lim S,y =0etVN >1,S,5_, = 0. Les deux suites extraites
N—-+oo 2N N—+o00
a support disjoints (S,y) et (S,y—1) convergent vers 0 donc la suite (S,) converge
vers 0.
Donc

Partie 11
Pour tout entier naturel non nul n, et tout réel x > 1, on pose :

+ oo

Gp(x) = f xMthdt
0

1. Dans cette question, on fixe l'entier naturel non nul n. Etudier, pour tout réel x > 1, la convergence de
l'intégrale G, (x).

Pour tout entier n non nul et pour tout x > 1, la fonction t — x ™t" est continue sur R*donc
intégrable sur tout segment inclus dans R*.

On avx > 1,Vt > 0,x ™t"*2 = 2 x t"e ™% donc, par croissances comparées,
lim t2 x tte ™Inx =
t—+oo

Donc

1
Vx > 1,x M = 0( )

e

Donc, par domination du terme général d'une intégrale de Riemann convergente

L'intégrale |G, (x) converge pour tout x > 1 et pour tout entier n non nul|

2. Soit a > 1. L'entier naturel non nul n est a nouveau fixé. Montrer que la fonction x = G, (x) est
continue sur [a, +o[.

Soit a > 1.
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e Pour tout x > a, la fonction t — x ™" est continue sur R*donc intégrable sur tout
segment inclus dans R*

e Pour tout réel t positif, la fonction x — x~™t" est continue sur [a; +oo[

e Vx>aVt>0,—ntlnx < —ntlna par stricte croissance du logarithme. Donc, par stricte
croissance de I’exponentielle, on a :

|x—nttn| — |tne—nt1nx| < tne—ntlna
Or la fonction t — t"e ™na est continue positive et intégrable sur R* : en effet, de la
méme maniere que précédemment, a 'aide de croissances comparées on montre que
tne—ntlna =0 (l)
tZ

Donc, d’apres le théoréme de continuité des intégrales a parametres on obtient que la
fonction |G, est continue sur [a; + ]

3. Soit a > 1. L'entier naturel non nul n est a nouveau fixé. Montrer que la fonction x = G, (x) est
dérivable sur [a, +oo[, puis exprimer, pour tout x > a, Gy (x) sous la forme d'une intégrale.

Soit a > 1.
e Pour tout x > a, la fonction ¢t — x ™t" est continue sur R*donc intégrable sur tout
segment inclus dans R*

e Pour tout x > a, la fonction t — x ™¢t" est de classe C! sur R* en tant que composée de
fonctions de classe C* sur R*

e Pour tout réel t positif, la fonction x — x~"t" est de classe C* sur [a; +[ en tant que
composée de fonctions C?! sur [a; +oo

e Vx>aVt=0,

0
_(x—nttn) — _nx—nttn+1
0x
Et
|_nx—nttn+1| < ntn+1e—ntlna
-ntlna

De plus la fonction t +— nt"*3e est continue, positive sur R*

Comme nt"+3e—ntlna P 0 par croissances comparées, on en déduit que
—+00
1

ntn+1e—ntlna =0 (_)
tZ
Et la fonction t +— nt™*3e~"tIna est de plus intégrable sur R*

Donc, d’apres le théoreme de dérivation des intégrales a parametre on en déduit que la
fonction |G, est dérivable sur [a; +oo]]
et

+ oo

Vx >a,G',(x) = —nJ x gt
1]

4. Montrer que, pour tout entier naturel non nul n et tout réel x > 1 :
n n+1

n+ 1) Gn (%)
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(On pourra commencer par utiliser le changement de variable u = M.)
Soit x > 1. On pose u = (n:ll)t donc du = (n:n dt. Donc
+ 0o + 00 nu n+1
G x) = x—(n+1)ttn+1dt — f xomu (— du
ni1(%) ,I(-) o n+1 (n+1)
n n+2 +0o
— -nulnx, n+1
Gpi(x) = (n m 1) L e u™ tdu

En intégrant par parties on a :

-1 n n+2 © +o0
Gn+1(x) = ( ) [[e—nulnxun+1]+ —(n+ 1).]- e—nulnxundul
0

nlnx\n+1 0

Or [e—nulnxun+1]+°° =0
0
Donc
n n+2 +0oo 1
J— —nuinx,,n

Gn+1(x)_nlnx(n+1) (n+1)f0 e u"du

Donc
Gni1(x) = m(n n 1) G (x)
5. Soitx > 1. Que vaut G{(x) ?
Soit x > 1
+00 +00

G, (x) = f x tthdu = f e tInxtdy
0 0
En procédant par intégration par parties on obtient :
+

@ 1 o 1 [**
G, (x) = f e tn¥tdy = ——[e_““"t]+ +—f e~thnxgy
0 Inx 0 Inx J,
Or [e‘““xt];roo = 0 donc

1
B (Inx)?

[ —tlnx]+°° — 1
0

G (x) = = —(ln x)?

6. Exprimer, pour tout réel x > 1 et tout entier naturel non nul n, G,,(x) en fonction de n. On pensera a
faire intervenir des produits successifs (aussi appelés en cascade). Une preuve faisant intervenir
explicitement une récurrence est attendue.

Soitx > 1.0n a

G () = ( n )n+1G()_ 1 ( n )n+1x 1 (n—l)”x oL (1)20()
YA | L P Inx\ n " Chx\z) 1Y
Ainsi :
ra () = e () (1) ><<1>2>< !
nt1iX T (nx)"\n+1 n A2 (Inx)2
Donc
e | [
1) = g ne2 LW+ 7 o2+ e
Donc
(n—1)!
) = Ggmrin
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On prouve cette conjecture par récurrence surn=1:

e Sin=1:0nagG;(x) = e —— et la formule est avérée au rang 1

e Soitn>1.0n suppose

_ (n—-1)!
Gn(x) - (In x)*+1nn
Or, d’apres la question 4) on a :
1 n "1 n \*"*1 (n-1)! n!
G = - G =
n41(%) Inx (n + 1) n(0) = Inx (n + 1) (Inx)™*1n?  (Inx)™*2(n + 1)n+!

Donc la formule est avérée au rang n + 1.
La propriété est héréditaire et initialisée, donc, par récurrence surn > 1 :

_ (n—-1)!
Gn(x) - (In x)"*1nn

n"Gp (x)
n-10!”’

7. Donner une condition nécessaire et suffisante de convergence de la série Y.,,51 puis, lorsque

cette condition est vérifiée, calculer sa somme S(x).

Soitx >1.0na:
n"Gn(x) 1
(mn—1)!  (Inx)n+!

Donc
n"Gy(x)
(n—1)!

n=1
7.0 7 ) . 1 . . .
est une série géométrique de raison e > 0 qui converge si et seulement si :

1
0<—<1
In x

Autrement dit, lorsque Inx > 1 c’est-a-dire lorsque x > e. Ainsi

n" Gy (x)

————converge & x > e

—~ (n—1)!
v>z”G(x)§1_§1_111
x=e (n—1)! (Inx)n+t (Inx)" 1— 1 Inx

n=1 n=2 In x

Donc
In x 1 In*x—Inx(Inx—1)—((nx—1)
Vx> e,S(x) = —1-—=
x> e S(x) Inx —1 Inx Inx(Inx —1)
Donc
Vx >e S(x) = !
o es= Inx(Inx — 1)
8. Soit N = 2. On pose :
2N
(—1)"
My =
N el_[ (1 + 2
k=2

Calculer :Nlil}-l G,(ITy)
Soit N > 2. On calcule
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2N

2N +1
On en déduit
I <2N + 1) Se>1
N=¢ N e
De plus,
(n—-1)!
Vx > 1, Gn(.X') = m
Donc
(n—1)! (n—1)!
Gn(HN) = =
(]n HN)n+1nn 1 n+1
(1+11’1(1+W)) nn
Or, pour n entier naturel non nul fixé :
1 n+1
N1_1>T00<1+1n<1+m)> =1
Ainsi
_ (n—1)!
1_1)1}_100 Gn(Ily) = o
Partie 111

Pour tout couple (x,y) de réels distincts, on pose :

e, y) =x*4+y*—In |x —y|

1. Exprimer, pour tout couple (x,y) de réels distincts, la hessienne de la fonction ¢.

On écrit
0%¢ 1
;y) =2
0%¢ 1
xX;y) =2+
ay? N =2 Gy
0%¢ (i) = 1
oxay Y T T = y)?
La matrice Hessienne de la fonction ¢ s’écrit :
2+ !
(x —y)? (x —y)?
1 5+ 1
(x —y)? (x —y)?

2. Montrer que la fonction ¢ admet un point critique en (x,, y,) € R? si et seulement si
B 1

 2(x0 — Yo)

Pour déterminer les point s critiques de ¢ on détermine son gradient :

Xo = —Yo
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On résout
2x ————=0
. . Y 1
x=y
xX—Yy
Donc la fonction [p admet un point critique en (x,; y,) si et seulement si s = X0 = Yo
0—)o
Quelles sont les valeurs possibles des réels x et y, introduits a la question 2 ?
On résout
1 Yo = e . _(1_ 1) _ _( 1 1)
m =Xo="Yo <& Xy = if & (X5 Y0) = 52T ou (xq; Vo) = _§'+§

On obtient donc [deux points critiques (% - %) et (— %; + %)

. Montrer que, pour les valeurs possibles de x, et y, obtenues a la question précédente, la fonction ¢
admet un minimum local en (x,, V).

Pour chacun de ces deux points la matrice hessienne s’écrit (_31 _31)

Son déterminant vaut 8 > 0 donc les valeurs propres ont le méme signe qui est donné par la
trace de la matrice hessienne : ici, 6 > 0.
Les deux valeurs propres étant strictement positives on a bien [des minimums locaux aux deux

. e 1, s 1 1 1 1
points considérés (E; - E) et(— >t E)

v

. En déduire, pour tout entier naturel N > 2 :

(—i)“> _ o)

M=

In (1+

S
U
N

En déduire que la minoration de la fonction ¢ obtenue a la question 4. n'est pas suffisante pour étudier la

convergence de la série de terme général (In (1 + —(_:l) )

(-t

_4\n—1
Soitn > 2.0nposex =1lety, = - .Onatl-2

>0
Donc, localement :

1 =" 1 1
<P(x;yn):1+F—1n 1+ - :1+F_un22

D’ou

N W

+1<
n® -

N =

U, <

Donc
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2
Ce qui est insuffisant pour conclure a la convergence de la série.

Ainsi la minoration de la fonction ¢ obtenue a la question précédente n'est pas suffisante pour conclure

sur la convergence de la série de terme général |ln (1 + —(_;) )

Remargque : 1a suite (|u,|) tend vers 0 donc est bornée par une constante C donc

lu,| < C

N
Zlunl <CN
n=2

D’ou

Donc

N
D lual = 0N
n=2

Et cela est indépendant des résultats précédents établis dans cette partie 3...

Dans ce probleme, un peu éclectique, on s'intéresse a divers types de convergence : de séries entieres, de séries,
de combinaisons linéaires de séries, d'intégrales généralisées dépendant d'un parametre. Un détour par des
fonctions de deux variables montre que le calcul différentiel peut, aussi, étre utilisé pour obtenir des estimations
de sommes partielles, tout en gardant a l'esprit que cela ne permet pas toujours d'obtenir des estimations
optimales.
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