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CoNCOURSs COMMUN MINES-PONTS 2026
Epreuve de mathématiques I, MP & MPI, trois heures
(corrigé)

I — Lemme fondamental du calcul variationnel

1. Il est clair que ¢ est de classe C* sur R par composition des fonctions usuellement de classe
C®° suivantes :
— la fonction inverse (au signe pres) z — —%, de classe C* sur R} et a valeurs dans R ;
— D'exponentielle, de classe C* sur R.
Démontrons par récurrence que pour tout n € N, la dérivée o™ est de la forme o™ (z) =
P, (%) e s pour tout x > 0, ou P, est une application polynomiale.
Sin =0, alors c¢’est clair (prendre P = 1).

Soit n € N. Supposons le résultat vrai au rang n, et démontrons qu’il est vrai au rang n + 1.
On a pour tout z > 0 :

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
o= ()t en(2) ()= (2 () e (D)
2 x x 2 2 T 2 x

d’ou la proposition au rang n + 1 en posant P,,; = —X?P’ + X?P, € R[X].
Par principe de récurrence, on a le résultat pour tout n € N.

2. La classe C* est déja établie sur R . Elle s’obtient sur R* par le méme argument. De plus, par
croissances comparées, pour tout n € N on a :

lim o™ (z) = lim P,(u)e™ =0, et: lim ¢™(z)=0. (%)

z—0t u—+-00 z—0~

Nous allons en déduire la classe C*> sur R par le théoreme de la limite de la dérivée. On raisonne
encore par récurrence, le prédicat étudié étant :

P,, : « application ¢ est de classe C" sur R.. »

Le calcul (x) ci-dessus démontre la continuité de ¢ en 0, d’ou Py.

Soit n € N. On suppose P,,. La fonction ¢ est de classe C" sur R, de classe C"! sur R et
R*, et vérifie (x). Par le théoréme de la limite de la dérivée, ¢ est de classe C"*! sur R et :
@ (0) = 0. D’ott P,,1.

Par le principe de récurrence, ¢ est de classe C" sur R pour tout n € N, donc de classe C* sur
R. D’ou le résultat.

y = ¢(x)

Remarque. La fonction ¢ est dite infiniment plate, comme toute fonction indéfiniment dérivable
dont toutes les dérivées d’ordre supérieur sont nulles en un point.

3. L’application ¢4 : © — p(x — ¢)¢(d — z) convient.

1
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4. Raisonnons par I'absurde et supposons que f n’est pas identiquement nulle. Soit zy un point

intérieur a [a, b] tel que : f(xy) # 0 (on peut toujours prendre un point intérieur : si par exemple
f(a) # 0, alors par continuité f ne s’annule pas sur un voisinage de a dans [a, b]).
Par continuité, il existe un voisinage [zo — 1, o + 7] inclus dans ]a,b] tel que : f(xg) # 0 (et
par ce méme argument de continuité, f est de signe constant sur ce voisinage). Posons alors
c=x9—1netd=xy+n. La fonction 1.4 construite dans la question précédente est donc nulle
en a et b, en plus d’étre de classe C* : on peut poser h = 1. 4 dans la relation supposée vérifiée
par f :

0= /abf(x)l/)c,d(x)dx = /Cdf(x)l/zc,d(x)dx.

La fonction f - 1.4 est continue sur [c, d] en tant que produit de deux fonctions continues (car f
Uest sur [a,b] et : [c,d] C [a,b]). Elle est de signe constant sur ce méme intervalle. Par propriété
de séparation de l'intégrale : Va € [c,d], f(2)¢qa(x) = 0. En particulier zy appartient a [c, d] et
Yea(zo) # 0, donc cette égalité donne : f(z9) = 0. Absurde par définition de .

Par I'absurde, on a démontré que f est identiquement nulle sur [a, b].

II — Equation d’Euler-Lagrange

Remarque importante. Les hypotheses de régularité sur f sont insuffisantes pour traiter la
quasi-intégralité des questions de cette partie. Nous les résoudrons donc en ajoutant 'hypothese sup-
plémentaire suivante :

(H) : « les dérivées partielles de f se prolongent contintiment sur [z4,zp] X U X V. »

Le lecteur pourra observer que cette hypothese est bien vérifiée par les fonctions des parties suivantes :
elles sont toutes de classe C* sur un ouvert de la forme R x U x V (elles ne dépendent méme pas de
x), ce qui entraine bien la justesse de (H) et des hypotheses de cette partie.

5. Soit y € C. L’application = +— (z,y(x),y' (x)) est continue sur x4, xp| composante par compo-
sante, puisque y est de classe C? par hypothése, et a valeurs dans [z4,75] x U x V encore par
hypothese sur y et /.

Par composition avec f qui est continue sur (x4, xp] x U x V, 'application x — f(z,y(z),y'(z))

est continue sur le segment [z 4, x|, donc T'(y) = / l f(z,y(x),y (x))dx existe bien. D’ou le
résultat. !

6. Raisonnons par I'absurde et supposons :
Va >0, Je €] —a,af, y. &C.

Notons que par définition, y. est de classe C? pour tout e € R (car zq et 1 le sont) et vérifie :

Y-(ra) = 20(7a) = Yo, y=(vB) = 20(rp) = y1 (car n(za) = n(zp) = 0). Le fait de ne pas
appartenir a C se traduit donc ainsi :

Va > Oa Je E] o CY,OJ[, Jz. € [$A7xB]7 (ys<xs)7y;<xs)) S R2 \ UxV.

En prenant oo = %, on obtient une suite (&,),>1 telle que :

¥n € N\ {0}, e, € ]—ii CTen € [rarnl, ((r), vl () ERENU X V. (¥)

(On note z,, plutot que z., pour alléger les notations.)

En particulier : lim ¢, = 0.
n——+00
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La suite réelle (7,),., étant bornée, par le théoreme de Bolzano-Weierstrafl elle admet une
sous-suite (x@(n)) _, convergeant vers un réel © € [x4,xp]. Par continuité de zp, n et de leurs
nz

dérivées, on a alors :

nggloo yﬁ (‘rw(n)) = ZO(LE>7 ngl}rloo y;(%) (qch(n)) = Z()('T)u
et comme R?\ U x V est fermé, par (x) on a : (20(z), 25(z)) € R*\ U x V. Cela contredit
I’appartenance de zy a C.

Par I’absurde, on a démontré : 3o > 0, Ve €] — o, o, y- € C.

7. Posons :

Ve €] —a,al, Vo € [wa,x5],  g(z2) = [, 4:(2), y(x)) = f(=z, 20(x) + en(z), 2 (x) + e (x)).

On sait que zq et 7 sont de classe C? sur [z4,zp], donc par composition avec (¢,a,b) — a + &b
nous avons la classe C? de (x,¢) — y.(z) sur | — a, a[x]za, z5[. On en déduit que (z,¢) —
(z,y-(x),y.(x)) est de classe C! sur | — o, a[ x|z 4, zp[ et & valeurs dans |z 4, zp[xU x V, donc
par composition g est de classe C! sur | — a, a[x]z 4, z5].

Par ailleurs on a, par la regle de la chaine :

(e,) €] - avalxloazal, 52e2) = n) G (0w 0) 4 0 @) 5 (0,0.() 0200)).

Ceci étant dit, démontrons que ¢ est de classe C! sur | — a, af grace au théoréme de dérivation
des intégrales a parametre :

— Tapplication g est de classe C! sur |—a, a[x]z 4, 5[, donc par composition avec I'application
polynomiale (composante par composante) € — (z,¢) on a la classe C! de ¢ — g(z,¢)
pour tout x €|z, xp[; de plus, la dérivée (z,¢) — %(z,e) se prolonge par continuité sur
| — a,a[x[xa,xp] grace a (H) (hypothese ajoutée en début de correction de cette partie) ;

— par un argument similaire et par (H), pour tout ¢ €] — a,a on a la continuité (par
morceaux) sur le segment [z 4, ] de z — g(z,¢) et x — %(az‘, g), ce qui par ailleurs assure
leur intégrabilité sur [x4, zg];

— soit K un compact inclus dans |—«, o[ ; comme % est prolongeable en une fonction continue
sur le compact non vide K x [z 4, 5] d’aprés (H) et son expression ci-dessus, par le théoréme

des bornes atteintes il existe M € R, tel que :

0 .
V(e,x) € K X [xa,z5], ‘ag(x,a) , (HYPOTHESE DE DOMINATION)
3

et © — M est continue sur le segment [z 4, zg], donc intégrable.

Toutes les hypotheses du théoreme de dérivation des intégrales a parametre sont vérifiées sur

une base de voisinages compacts. D’ot le résultat, ¢ est de classe C! sur | — a, af et pour tout
e€l—a,alona:

w5 0y w5 of of

'5:/ —x,gdx:/ x) = (2, y.(x),y.(2)) + 1 (z) =

de) = [ o) )G () )+ @) 5

A TA

<x,y€<x>,y;(x>>> a.

8. Comme T admet un extremum local en zy, 'application ¢ admet un extremum local en 0 sur
l'ouvert | — a, . On a donc : ¢/(0) = 0, c’est-a-dire :
of
0z

A

[ (#3400 + 0 ol 4o ) a = ()
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10.

Notons 7 l'application = +— (z, z(x), 25(x)), de classe C! sur |za,zp[ et & valeurs dans
|za, 2p[xU x V. La formule de l'intégration par parties (qui est licite grace a (H)) donne :

[ @8 = o3l ae)] - 7w (3 o)

T

Comme : n(x4) = n(xp) =0, on en déduit :
[ @ eanas=- ["wor (3 o) )

En combinant (x) et (1), on a le résultat voulu :

/x - (2;; (z, 20(2), 29(x)) — ;x (gi (z, zo(x), zg(a:))>> n(z)dz = 0.

A

. Une application de classe C*° est en particulier de classe C?. Les questions précédentes dé-
pp p q

montrent donc que pour toute fonction h de classe C*, telle que h(x4) = h(zp) =0, on a :

A

L7 (5F st = 41 (5 o 20 ) oo =

L’application =z ~— %5 (2, 20(x), 2(2)) — & (gﬁ (x, z0(x), zé(x))) étant continue sur [z, xp]

d’apres (H), on peut appliquer le résultat de la partie I. On en déduit le résultat voulu :
0 d [0
Vo € [xa,25], a?]; (x, 20(x), 25(x)) — - <8f (z, zdx),zé(x))) = 0.

Notons v : z +— (z, z0(x), z,(x)) et g Papplication définie sur |z, xp[ par :

v 1 (1)~ (@) 2 (1(2)).

Elle est dérivable sur |z 4, 2p[ et on a pour tout x €|x4, x|, par la régle de la chaine :

9' () = 3= (v(x)) + 2(x) 5= (v(2)) + 20 () 7= (v(2)) — 25 (2) 5= (v (ff?))—z()(ﬂf)i al(v(ﬁ)) :
or 0 0z 0z dz \ 0z

Par la question précédente :

Vo elaa sl ¢(@) = 5o (0(2) + (@) 2 (12) - 2(@) = (1(a) = 5 (0(2)).

Par 'hypothese de cette question, on a donc : Yz €]z, x5[, ¢'(z) = 0. Il existe donc C' € R tel
que : Vo €|z, zp[, g(z) = C, cest-a-dire :

Vo €lea,apl, f(2,20(2), %(2)) = 20@) 57 (@, 20(2), 2(2)) = C,

d’ou le résultat.
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III — Le chemin le plus court est la ligne droite!

11.

L’application f : (x,y,2) — 1+ 22 est de classe C? sur R3, en tant que composition de
Iapplication polynomiale (z,y, z) — 1+ 22, de classe C? sur R? et a valeurs dans [1, +0o[C R,
et de la racine carrée qui est de classe C? sur RY.

On en déduit que f vérifie les hypotheses de la partie II (avec U = V = R, de sorte que la
condition (yo(z),yy(z)) € U x V soit automatiquement vérifiée). Par l'identité de Beltrami, il
existe C' € R tel que :

wa)

Vo €lza, g, 1+ y(2)? —yola) ,
1+ yp(x)?

Apres multiplication par /1 + y{(x)?, on a :

Vo €lxa,zpl, 1=Cy\1+yy(x)?.

On en déduit que C n’est pas nul, puis :

Vo €lza,zp, |y(z)| = —1.

1
C

Or y, est continue, donc y{(]x 4, xg[) est un intervalle par le théoreme des valeurs intermédiaires,

inclus dans {\/ % \/ = — 1} d’apres cette égalité : ce doit étre un singleton. On en déduit que
Yy, est constante sur ]xA, x| donc yq est affine sur |z 4, r5[, et méme sur [z 4, xp] par continuité :
d’ou le résultat.

IV — Le chemin le plus rapide est la cycloide

12.

Posons U = R, V = R, et considérons :

1 2
(@ yz) ey
)

sur RxU xV
(quotient d’applications polynomiales dont le dénominateur ne s’annule pas) et a valeurs dans
R, et de la racine carrée qui est de classe C! sur R%. On a en outre :

qui est de classe C! sur R x U X V' par composition de (z, v, 2)

z
VIVI+ 22

Les hypotheses sur yg assurent que ’on a bien : yy € C. Par 'identité de Beltrami, il existe c € R
tel que :

V(z,y,2) e R x U XV, gi(%yaz) =

L+ (yo()® _ (ﬂf)

Yo() \/yo \/1
or pour tout x €|z, xp[ on a :

w Yo() _ 1+ W) = (o(@))? 1
Yo() Jyo WL+ ()2 (@) (1 + (yh(2))?) \/yo(fc)(1+(yé(x))2

d’ou le résultat, en élevant au carré la relation ci-dessus et en posant C% (on a bien ¢ # 0, puisque

c’est égal & une quantité de la forme &) :

Vo € lra,zpl, yo(z) (1 + y{)(x)z) = C.

La continuité de chaque membre de 1'égalité permet d’étendre la relation a x € [z4, z5].

Yz G]IA, {L‘B[,

b}
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13.

14.

15.

La fonction cotan est définie sur R\ 7Z (on évite le lieu d’annulation du sinus). En particulier
elle est dérivable sur |0, 7| en tant que quotient d’applications dérivables dont le dénominateur
ne s’annule pas, et on a :

—(sin(x))? — (cos(z))?

Va €]0, 7], cotan'(z) = = —1 — (cotan(z))? < 0.

(sin(z))?

On en déduit que cotan décroit strictement sur I'intervalle |0, 7[. Comme elle est de plus continue,

elle induit une bijection de |0, 7| dans |lim cotan, lim cotan =] — 00, 00].
T 0

Comme cotan’ ne s’annule pas sur |0, 7[, la bijection réciproque arccotan est dérivable sur R et
on a pour tout x € R :
1 1 1

tan’ _ - _ = — .
arccotan'(z) cotan’(arccotan(x)) 1 + cotan (arccotan(z))” 1+ 2?2

Autre approche. On a simplement : Vo € ]0, 7|, cotan(z) = tan (5 - a:) Comme x +— § —x

est une bijection de |0, [ dans }—g, g[, de réciproque x +— 7 — x, on a immédiatement (grace a

la relation (fog)™t =g tof1):
Vo €]0,7[, arccotan(z) = g — arctan(z).

Cela permet de court-circuiter toute I’étude ci-dessus, puisque les propriétés de I'arc tangente
sont du cours.

On a pour tout = € [z, xp] :

1 — cos(f(x)) = 2sin <M>2 = 2sin (e(x)) = 2 — 2
cos(

2 (x)) + sin (%)2 1 4 cotan (@f 1+ (4o ())?

2

d’ou le résultat par la question 12 (avec C' = 2) :
Vo € [za,zp], 1—-cos(0(x))=yo(z).

Notons g l'application = — x — (6(z) — sin(6(z))). Elle est dérivable sur [z 4,xp] et on a pour
tout = € [z4,7p] :

g (x)=1—-60(x)(1 - cos(6(x))) (@19 0 (z)yo(x) (a.13) 4 + (x) O(SUZ

Or, en dérivant 1'égalité yo - (1 + yi) = 2 (question 12), on trouve :
Vo € [ra,xs], yh(@) ((1+v5(@)?) + 200(2)y () =0,
et on a: Vx €|xa, xp], yy(zr) <0, donc :
Vo €lza, xp),  2y0(2)ys(2) = —(1 +yo(@)?).
Ceci permet de finir le calcul de ¢ :
Vo €lra,zp], ¢(x)=1—-1=0.

Puisque g est continue sur [z 4, xg] et de dérivée nulle sur 'intervalle |z 4, x5], il existe ¢ € R. tel
que : Vz € [z, 2p], g(x) = c. D’ou le résultat :

Vo € [xa,xp], x=060(z)—sin(f(x))+c.

6
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V — Une application a une structure optimale : la caténoide

16.

17.

18.

Le raisonnement de la question 12, mais avec f : (z,y,2) — yvV1+ 22 et U =V = R, donne
I'existence de C' € R tel que :

/

v €0,1, yo@s)( 1+<ya<x>>2—yg<x>%) -c,

1+ (yo(

et apres multiplication par /1 + (y(z))?, puis élévation au carré :
Vo €0,1[,  (yo(@))* = C*(1 + (yo(=))?).

Si C' = 0, alors yo est nulle sur |0, 1[ et donc par continuité : yo(0) = 0 # 1. Absurde par
définition de yy. On a donc : C' # 0, puis :

(4o())*
11 suffit de poser ¢ = & # 0 pour avoir le résultat (la continuité étend la relation a x € [0,1]).

On a: Vz € Ry, cosh’(z) = sinh(z) > 0, et I'inégalité est stricte pour z > 0. On en déduit que
cosh est strictement croissante sur R, or cosh est continue sur cet intervalle. Elle induit donc

une bijection de Ry dans |cosh(0), lim cosh[ = [1, 4o0].
Comme cosh’ = sinh ne s’annule pas sur R, la bijection réciproque argch est dérivable sur

|1, 400 et on a pour tout = €|1, +o0] :

argch’(z) = 1 = 1 — 1 _ 1
& ~ cosh'(argch(z)) — sinh(argch(z)) \/cosh(aurgch(x))2 1 V-1

Remarque. On peut expliciter argch :
Vo € [1,+00[, argch(z)=In (:c + Va? — 1) :

Par la question 16, on a :
clyp(x)]

Sew@)P -1

Par hypothese de 1'énoncé : Va € [0, 1], yi(x) > 0. Cette égalité se réécrit donc :

Vz € [0,1],

Vo €[0,1], (argch(c-yo)) (z) =c

et on en déduit :
Vo € [0,1], argch(c-yo(z)) = cx +d.

En composant par cosh :

cosh(cx + d
Vo e [07 1]7 yO(x) = (C)

La condition yy(0) = yo(1) = 1 donne :
cosh(d) =¢, et : cosh(c+d)=-c.

Si d € Ry, alors on déduit de la premiere égalité : d = argch(c). Si d € R_, alors la parité du
cosinus hyperbolique permet de se ramener au cas précédent et on obtient : d = —argch(c).
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La seconde égalité ne permet pas d’obtenir une expression exacte de ¢ et on n’ira pas plus loin.
Ainsi :
cosh(cx £ argch(c))

. :

Vo e [0,1], wyo(z) =

Remarque. Grace aux formules cosh(a £ b) = cosh(a) cosh(b) % sinh(a) sinh(b) et sinh(a) =
cosh(a)? — 1 (pour a positif), cette expression est un peu simplifiable :

Ve =1
c

Vr e [0,1], wyo(z) = +£cosh(cx) £ sinh(cz).



