Concours Commun Mines-Ponts 2026
Epreuve de mathématiques I, MP trois heures
(Un corrigé )

Le Calcul des Variations : Fondements Théoriques et Applications aux
Problémes d’Optimisation Physique

I. Lemme fondamental du calcul variationnel

1. La fonction est définie sur R par :

(2) 6_71 siz >0
€Tr) =
4 0 siz <0

1
Sur l'intervalle ]0, 4+00], la fonction ¢ est la composée de deux fonctions u : x — ——, qui est de classe
x

C>® sur R et exp: z — €”, qui est de classe C* sur R. Par composition, ¢ est donc de classe C* sur
R*.
+

Montrons par récurrence sur n € N, qu’il existe une fonction polynomiale P, telle que :
Vee R, " (z)=P,(—)e=

e Pour n =0, on a pour z > 0, 0 (z) = p(z) =1- e= . En posant Py(X) =1 (polynéme constant), la
propriété est donc vraie.

e Supposons la propriété vraie pour un certain rang n > 0. On a :
1 =2
o™ (z) = P, <x) e

Par dérivation de cette expression par rapport a x on obtient :
d 1 = 1\ d [ =2
D py= — P, (= )]|ew +P, [ = 7{7}
e =g [ () e G)
1 _,/1 1\ 1 -1
(an(C)enl)e)
1 1 1 -1
e (r(5)-7 ()]

1
En posant X = —, on définit le polynéme d’indice n + 1 :
x

Ppi1(X) = X2(Po(X) — Py (X))

Comme P, est un polynéme, P, 11 est également un polynéme. La propriété est donc vraie pour tout
n € N.

2. Sur | — 00,0], ¢ est identiquement nulle, donc toutes ses dérivées & gauche en 0 existent et sont nulles.

1) - 1
Sur |0, +00|, nous avons établi que ¢™ () = P, () e . Par le changement de variable t = —, on a :
T T

lim ™ (z) = lim P,(t)e” = 0.

r—0t t—+o00
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Montrons par récurrence sur n € N que ¢ est de classe C" sur R avec o™ (0) = 0.

e Pour n =0, lim ¢(x) =0 = ¢(0). ¢ est donc continue en 0.
z—0t

e Supposons ¢ de classe C" sur R. (p(") est continue sur R et de classe C' sur R*. D’aprés les calculs

précédents, lir% " (z) = 0. D’aprés le théoréme de la limite de la dérivée, ¢(™ est dérivable en 0 et
T—

©"*D(0) = 0. Ainsi 1) est continue en 0.

Par récurrence, o est de classe C" pour tout n, elle est donc de classe C*° sur R.

. On pose, pour tout z € R :
Yea(r) = o(z — ) x p(d — x)
Par composition et produit de fonctions de classe C* sur R, 1.4 est de classe C* sur R.

e Soit x €]c,d[. Alors x —c¢ > 0 et d—a > 0. D’aprés le définition de ¢, on a p(z —c¢) > 0 et p(d—x) > 0.
Donc le produit est donc strictement positif.

e Siz < ¢ alors x — ¢ < 0 donc ¢(x — ¢) = 0. De méme, si z > d, alors d — x < 0 donc ¢(d — x) = 0.
Dans les deux cas, le produit est nul. Ainsi, 9.4 s’annule sur R\]c, d/.

. Supposons qu'il existe xg €]a, b] tel que f(xg) # 0. Supposons, par exemple, que f(xg) > 0. Par continuité
de f, il existe un intervalle |c, d[C]a, b] tel que :

Vo €le,d], f(z)>0

Posons h = 1), 4 la fonction construite a la question I.3. On a h est de classe C* sur [a,b] et s’annule en
dehors de |e, d[, donc h(a) = h(b) = 0. D’ou :

[ ron@ar = [ et

Or, sur l'intervalle ]c,d[, la fonction x +— f(2)t. q(z) est une fonction continue et strictement positive.
Donc :

b
/ f(z)h(x)dz >0

b

Ce résultat contredit I’hypothése f(x)h(z)dz = 0. Par conséquent, la supposition est fausse : f est
a
identiquement nulle sur [a, b].

II. Equation d’Euler-Lagrange

. Soit y € C. Pour justifier 'existence de T'(y), il suffit de montrer que la fonction intégrée est continue sur
le segment [z 4, zp].

Par définition de C, y est de classe C? sur [74,2p]. Ainsi, y et y' sont des fonctions continues sur ce
segment. On peut alors définir ’application :

Y {[xA,xB] — [xa, 2] xU XV
|z (@ (@), (@)

Cette application est continue car chacune de ses composantes 1’est.

Par hypothése la fonction f est continue sur lensemble [x4,zp] x U x V. Donc, la fonction z
f(x,y(z),y'(x)), qui est la composée f de ® est continue sur le segment [z.4, xg]. Par conséquent, elle est
intégrable sur ce segment, ce qui assure 'existence de T'(y) pour tout y € C.



6. Pour tout & > 0 et tout ¢ > 0, y. est de classe C? sur [, zB] et y=(xa) = yo et y-(zp) = y1 (car
n(xa) = n(xp) = 0). Donc pour montrer qu'il existe a > 0 tel que pour tout € €] — a, af, la fonction
ye = 20 + en € C, il suffit de montrer que Vz € [z4, 2], (y:(2),9.(z)) € U x V.

Supposons par l’absurde que pour tout a > 0, il existe € €] — «, [ tel que y. ¢ C. Ainsi, pour « = —(n €
n

n'n
(Zn)nen+ est une suite d’éléments du segment [z 4, zg]. D’apreés le théoréme de Bolzano-Weierstrass, on
peut en extraire une sous-suite (T4 (,))neN qui converge vers un réel [ € [z4, 2p].

11
N*), on peut trouver &, € } ——, = [ et x,, € [za,zp] tels que y., (x,) ¢ U.

Par construction, lim 4,y =0, de plus, on a:
n—0o0

Vn € N*v Yeo(n) (xo'(n)) = ZO(xa(n)) + ga'(n)n(xa(n))'
Par continuité de zp et 7 : lim y. . (Z5(n)) = 20(0)-

n—oo
Comme zy € C, on sait que zp(l) € U. Mais U est un ouvert, donc il existe donc un voisinage de zo(1)
inclus dans U. Ainsi, & partir d’un certain rang, Ye o (m) (To(n)) € U, ce qui contredit I'hypothése de départ.
Il existe donc ag > 0 tel que pour € €] — o, af, y- € C.
Le raisonnement est identique pour y.(z) € V (car V est ouvert et 2, est continue), ce qui donne un
ag > 0. On prend alors & = min(ay, ag).

7. Considérons la fonction g : (z,¢) — f(x,y:(x),y.(z)) définie sur [x4,25]x] — a, a[. Appliquons le théo-

réme de dérivation sous-signe intégrale :
e La fonction g : (x,€) — f(z,y-(x),y.(x)) est continue sur [z 4, 5] x]—a, [ par composition de fonctions
continues.
e g admet une dérivée partielle par rapport a e continue sur [z 4, zg]x] — a, af car f est de classe C' :

0 0 0
2 0.2) = ) L e t) + 1 0) 2 )

0
e Le domaine d’intégration [z 4,z p| étant un segment et la dérivée partielle 99 stant continue, elle est

Oe

bornée sur tout compact [z 4, x| X [—ap, ag] (avec ag < a). Il existe donc M > 0 tel que

69
98( 75) — ’

ou la fonction constante M est intégrable sur x4, zp].

d
Par conséquent, ¢ est de classe C! et on peut intervertir les symboles i et / . Par application du
€
théoréme de Leibniz, ¢ est dérivable et :
*B 9g *B of af
de= [ maae= [ a3 o) o) 410G (o)t
T A € T A ) z

8. Par hypothése, zg est un extremum local de f. Par conséquent, ¢ admet un extremum en € = 0, et comme
¢ étant dérivable sur | — , af, on a nécessairement ¢'(0) = 0, soit :

/IB [n(m)g‘;(x, 20(x), 24(x)) + n/(x)g'i(m, zo(x), zé(a:))] dr =0

A

Cette relation est vérifiée pour toute fonction test 1 s’annulant aux bornes. Cette relation s’écrit aussi :

[ @+ [ @) 2w za(o),2p(a)e =0

A A
Effectuons une intégration par parties sur le second terme en posant u(x) = a—(x, 20(z), 2 (x)) et ' (z) =
z
(@)
TB B B
[ @ g @, @ = e @, 5| [ i (G a4



10.

11.

Comme n(z4) = n(zp) = 0, I'équation devient :

TB

[ 0w |G )b = 5 (Gt we)) e =0 0
L’égalité (1) étant vérifice pour toute fonction 1 de classe C* a support compact dans |z 4, zg], le lemme
de la question 1.4 assure que :

of

o oo t(e) - 3 (G 0o b)) =0

C’est ’équation différentielle d’Euler-Lagrange satisfaite par 'extremum zg.

On suppose que f(z,y,z) = f(y, z), c’est-a-dire % =0.

Considérons la fonction H(z) = f(x, z0(x), 2)(z)) — zé(x)gfl(m, 20(), z,(x)). Dérivons-la par rapport a
la variable x : Y
dH d / 1 8 12 / d a /
@) = 11 ale) 5] - 40 5 20,400 — 240 (St za(o), 400

Puisque f ne dépend pas explicitement de x, la dérivée par rapport & x de f est :

U Goli), 2 (0))] = 2h(a) (o200 2402 + 2§ () (o200, 24(0)

En remplagant cette expression dans le calcul précédent, on obtient :

) = %@ @) 460D - 4l gy (G wale). o)) )

= 55(a) | 5o (o2 hlo) - 47 (G2 o) h(e))

Or, z vérifie I’équation d’Euler-Lagrange (établie en I1.8), donc le terme entre crochets est nul. Ainsi,

H
((11— = 0, ce qui prouve que la fonction x — f(z, 20(x), 25(z)) — zé(:v)gf(x, z0(z), 2 (x)) est constante sur
x z

|za,zB[:

IC € R, Vz €lza,zp], f(z,20(z),2)(z)) — zé(z)%(z:, 20(), z)(z)) = C.

III. Le chemin le plus court est la ligne droite

On considére ici la fonction f définie par f(z,y,2) = v/ 1+ 22. On observe que f ne dépend pas explici-
tement de y. Donc on peut utiliser I'identité de Beltrami. On a :
af af z
—(r,y,2) =0 et —(z,9,2)=
AR 5, (£:Y:2) NiE

Donc il existe une constante C' €] — 1, 1] telle que :

w)
1+ y(z)?
En isolant y{(z), on trouve :
02
yo(x)® = T—c2 yo(x) = Cste
La dérivée de yg est constante, donc yg est une fonction affine :

yo(x) = ax +b

Les constantes a et b sont déterminées par les conditions aux limites yo(xa) = ya et yo(zp) = yp. Le
chemin minimal est donc le segment de droite reliant les deux points.



12.

13.

14.

IV. Le chemin le plus rapide est la cycloide

1+ 22

zp
On consideére 'application T'(y) = / f(x,y(z),y (x))dz avec f(x,y,2) = . La fonction f ne
€A
af

dépend pas explicitement de x (8— = 0). D’aprés la question 10., il existe une constante Cy telle que :
47

of
Vo € [zazpl, f(@,90(2),40(2)) = yo(2) 57 (2. y0(2). yo () = Co
e . . . : of 1 2 o
Calculons la dérivée partielle de f par rapport a sa troisiéme variable z, = = — ———. L’identité

0z \/117\/1+22

de Beltrami devient :

L+ yg Vi
- — Lo
Yo yo(1+yg)
D’ot, en réduisant au méme dénominateur :
1 12\ 12 1
( +y0) /:ZO =Co = 72 = Co,
yo(1 + yi) yo(1 + vg)
ou encore :
Vo € [xAva]v yo({L‘)(l + y(,)(x)Q) =C (2>
1
avec C = —.
g
cosT

La fonction cotan : x —

est définie pour tout z € R tel que sinz # 0, d’ou :

ST

Deotan = R\ {km, k € Z}

Notons g la restriction de cotan a |0, w[. La fonction g est dérivable et

) 2
—sin®x — cos® x 1
vz €)0, 7, ¢'(z) = ) =————=—(1+ cotan’z).
sin® x sin® x
g < 0 sur ]0,7[, donc g est strictement décroissante. lim g(x) = +oo et lim g(z) = —oo.
x—07t T

Par le théoréme de la bijection, g réalise une bijection de ]0, 7| sur R. Sa réciproque est notée arccotan.
La fonction arccotan est dérivable sur R ( car ¢'(x) # 0, pour tout x €]0,7[ ) et :
1 1

Yy € R, tan(y) = B
Y arccotan’ (y) g’(arccotany) —(1+ 92)

D’ou :
1

arccotan’(y) = — T2
)

Par définition, 0(x) = 2 arccotan(y{(x)) pour tout = € [x4,xp], ce qui est équivalent a :
0
yo(z) = cotan ((;))

En remplagant dans ’équation différentielle (2), on obtient :

2

o) = 1 + cotan? (@)




15.

16.

En utilisant 1’identité trigonométrique 1 + cotan® a = ———, il vient :
sin®
0(x
yo(z) = 2sin? <())
2
0 1—cos6
D’aprés la formule sin? <2> =—3 on obtient :

Yo(w) =2 (1_CO;M> =1—cos(f(x))

d o
Nous avons y, = % = cotan <2>, d’ou :
x

0
dz = tan <2> dyo

D’aprés la question 14., yg = 1 — cos @, ce qui donne par différentiation :

dyo = sin #df = 2sin (0) oS (0> de
2 2
sin(0/2)

x = 0s(0)2) - 2sin(0/2) cos(6/2)d = 2sin’ (Z) df = (1 — cos6)do

Par conséquent :

Par intégration directe, il existe une constante réelle c telle que :
x=0—sinf+c
On retrouve bien le paramétrage classique d’une cycloide :

xz(0) =0 —sinf + ¢
yo(#) =1 —cosf

V. Une application a une structure optimale : la caténoide

La fonction sous-signe intégrale f(z,y,2) = 2my\/ 1+ 22 ne dépend pas explicitement de xz. D’aprés
I'identité de Beltrami (question 10.), il existe une constante k € R telle que :

Vo € [0,1], f(z,y0(z), yo(x)) — y()(ﬂ?)g“i(%yo(w)yyé(fﬂ)) =k (3)

= 27ry#. En injectant dans l'identité (3)

oz V1422
It /2
2myon/1+ 2 — 0 — k
vV1+ys

D’ou, aprés simplification :
2myo

Tyg:

27
En posant ¢ = - (constante non nulle car yy n’est pas identiquement nulle), on en déduit :

Vo € [0,1], /1 +yy(x)? = cyo(x)

Ou encore :
Ve e [0,1], 1+ yé(z)Q = CQyO(z)z.



et +e*

17. La fonction cosh : z — ———— est de classe C*™ sur R, dérivable sur R et cosh’ = sinh. Pour
x > 0, sinh(z) > 0. La fonction cosh est donc strictement croissante sur Ry. Comme cosh(0) = 1
et lim cosh(z) = 400, cosh réalise une bijection de R4 sur [1,4o0].
T—r+00
Pour tout y > 1, on a:
1
h(y) = ———
argeh(y) sinh(argch y)

En utilisant la relation sinh?z = cosh?z — 1 et le fait que sinhz > 0 pour z > 0, on a sinhz =

Vcosh? z — 1. Avec = = argchy, il vient :

1
Vy €]1, 400, argch’(y) =

Vyr—1
18. D’aprés la question 16., la fonction gy vérifie y62 = c2y(2) — 1. Sous I’hypothése ch(z) > 1, on peut écrire :

Yo

Multiplions par ¢ pour faire apparaitre la forme de la dérivée de argch :

=1

o
(cyp)? — 1

En intégrant par rapport a x, il existe une constante d € R telle que :

=C

Vz € [0,1], argch(cyo(x)) =cz+d
En appliquant la fonction inverse cosh, on obtient cyo(z) = cosh(cx + d) ou encore :
1
Vx € [0,1], yo(z) = — cosh(cx + d)
c

La forme de la surface minimale (film de savon) est donc une caténoide, dont la section est une chainette.



