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Préambule

1 > Le polyndme caractéristique de Ry est :
Xr,(A) = (A — cos (0))* + sin® (0) = A% —2cos (0) A+ 1.
Son discriminant est A = 4cos? (§) — 4 = —4sin? (6).
o SurR:

Sisin (0) =0, alors 6 € 7Z et Rg =15 ou Ry = —I5 . Donc Ry est diagonalisable

Sif ¢ nZ,alors A <0 ,il n’y a pas de valeur propre réelle, donc Ry n’est pas diagonalisable sur R.

e Sur C:
Les valeurs propres sont A = i = €9,
Si 6 ¢ nZ alors A # u, donc Ry est diagonalisable sur C.
SifenZ: Ry =+ls, donc Ry est diagonalisable sur C.

Conclusion, Ry est toujours diagonalisable sur C, et diagonalisable sur R si et seulement si 6 € 7Z .
2 > Ona {Ry, 0 € R} CSO2(R) (det(Rg) =1et R) Ry = I).

b
Soit M = (a d) € SO5(R). Ona MM =1y et det(M) = 1.
c

On a donc le systeme :

a?+ct=1
b +d*=1
ab+cd=0
ad —bc=1

De a? + ¢? = 1, il existe 6 € R tel que a = cos (6), ¢ = sin ().
Le systeme devient
b cos(0)+dsin(d) =0
—bsin(f)+dcos(f) =1
bV +d*=1

I https://tinyurl.com/hb8n2vr9 2-05-2026


https://tinyurl.com/hb8n2vr9

par suite

0 sin(0)
1 cos(0)
cos (f) sin (6)
—sin (0) cos (0)

cos(d) O
—sin () 1
cos (f) sin (6)
—sin (0) cos (0)

b:

= cos (6)

=—sin(d) ,d=

Donc M = Ry et SO3(R) C {Ry, 6 € R}.
Ainsi [ SO»(R) = {Ro, 0 € R}|.

o Compacité :

L’application f: M — M TM est continue car elle est polynomiale, ou bien f = ¥ o ® avec

d: My(R) —  My(R) x Mp(R) U MyR) x My(R) —  Mn(R)
M (MT, M) ’ (A, B) — AB

® est linéaire, U est bilinéaire en dimension finies, donc elles sont continues .
Donc O, (R) = f~1({I,}) est fermé de ., (R).

On prend sur ., (R) la norme euclidienne : |[M||y = /Tr(MTM) . Si M € O, (R) alors | M|y = /n .
Donc O, (R) est borné. Ainsi O, (R) est fermé et borné dans ., (R), donc compact.

e Non connexité par arcs :
L’application det : ., (R) — R est continue (elle est polynomiale ).
L’image de O, (R) par det est égal & {—1,1} , qui n’est pas connexe par arcs.

Donc O, (R) est non connexe par arcs.

SO, (R) est connexe par arcs:

Soit M € SO, (R). 1l existe une matrice P € O, (R) et des nombres 01,...,0, € R, p,q € N tels que

M = P.Diag(Ry,,..., Ry, ,~1,,1,) .PT

Comme det (M) = (—=1)? = 1 alors g est pair, ¢ = 2k et on écrit —I, = Diag (Rx,..., Rx) (‘avec k blocs ).
Par suite

M = PDiag (Ry,,...,Ro,,,.1,) .P"

rtk
On définit un chemin entre M et I,, par

Y s [0,1] —  SO,(R)

t + PDiag(Rig,, .., Rior,p1p) .PT

Tk

L’application ¢ — Diag (Ry,, ..., R, ,,1p) est continue de [0, 1] dans .4, (R) , I'application linéaire

A+ P.A.P7! est continue dans ., (R). Donc I'application v,, est continue, de [0, 1] dans SO,,(R) et on a

Y (0) =1, et v,,(1) = M.
Pour M, N € SO, (R) , on définit un chemin entre M et N par :
v: [0,1] —  SO.,(R)
1-2t)site 0,4
o[ w—msieeod]
Yn(2t—1)site [5,1]

~ est continue, de [0,1] dans SO, (R) et on a y(0) = M et v(1) = N. Donc SO, (R) est connexe par arcs.



5 > Soit H un sous-groupe multiplicatif de O, (R) tel que SO, (R) C H.

Supposons H # SO, (R). Alors il existe M € H avec det(M) = —1.

Pour tout N € O,(R) \ SO,(R), on a det(N) = —1, donc NM~! € SO,(R) C H , comme M € H, on obtient
N =(NM~Y)M ¢ H.

Donc O, (R) \ SO,(R) C H , par suite O,(R) C H et donc H = O,(R).

Ainsi : | H = SO,(R) ou H = O,(R) |.

6 > OnayY;;~%AB(p) etY:;(Q)=1{0,1} pour tout (4,7).

o P(Z; € GLy(R)):
On a det(Zs) =Y11Y22 — Y1 2Yo1 # 0ssi (Y1,1Y22,Y12Y21) = (1,0) ou (0,1).
Donc :
[Z2 € GLa(R)] = [Y11Y22 = 1,Y12Y21 = 0] U [Y1,1Y22 = 0,Y12Y2 1 = 1]

et on a
Y11Y22=1,Y12Y21 =0l =[Y11Y22 =1]N[Y12Y21 = 1]
[Y1,1Y22=0,Y12Yo1 =1] =[Y11Y22 = 1] N [Y12Y51 = 1]
Yi1Yoo =1]=[Y11=1]N[Yope=1] et [Y12Yo1 =1]=[Y12=1]N[Yz; =1]

Donc, par indépendance :

P(Y11Ya2 =1,Y19Ys; =0) =P (Y11Ya0 =0,Y12Ya; = 1) = p*(1 — p?)

d’ou ’ P(Zy € GL2(R)) = 2p%(1 — p?) ‘

o P(Z, € O,(R)) :
Posons Z,, = [C1]...|Cy] et B = (eq, ..., en) la base canonique de R™.
On a Z, € 0,(R) si et seulement si les colonnes C4...C,, forment une base orthonormée de R™.
Les colonnes sont a coefficients dans {0,1}, donc :
Zy, € O,(R) si et seulement si chaque C; est un vecteur de %, ce qui est équivalent a :
Jo € S, telle que (C1...Cp) = (€5(1), - €5(n)) ( cad Z, = P, matrice de permutation )

Donc

Zn € 0n®)] = |J [ [Ci=¢ei)] et [Ci=eoi] = [ [Yis=3i0i)]

c€S, 1<5<n 1<i<n

Puisque la réunion est disjointe et les événements sont indépendants :

P(Cj =es)) =p(1 —p)" " et P(Z, € On(R)) = n! (p(1 —p)"H".
Ainsi | P (Z, € On(R)) = nlpn(1 — p)»* |
( Exo: La suite de fonctions p — P (Z,, € O,(R)) converge uniformément vers 0 sur [0,1] )

o P(Z, € SO,(R)) :
Comme le cas précédent : Z,, € SO, (R) si et seulement si o € S, telle que (C1...Cy) = (€5(1), -+ €o(n)) et det (Z,,) = 1.

Par décomposition de o € S, en produit de transpositions on a
det (Z,) = detz(eqs(1y, s €o(n)) = € (0) (signature de o)

Donc

[Z,, € On( U ﬂ = €

ceS, 1<j<n
e(o)=1



! I R
Puisque Card{o € S, ,e(0) =1} = % alors : |P(Z, € SO,(R)) = %p"(l —p)r .

7 > Soit z,y € E avec ||z| = ||y]|-
e Siz=y:
On compléte z par xa, ..., Z,, en une base orthonormée. On prend A = Diag(1,...,1,—1).
o SixFuy:
L
Soit u € E avec ||ul =1 et H = {u}" . Par la décomposition : £ =Ru@® H , on a pour z € E :
Sup(z) =z —2(z,u)u= (I, — 2uuT) T

Si Sy(z) =y alors x — y = 2(x,u) u .On a u colinéaire & x — y , on prend u = LUH et A=1, —2uu' .

llz—y
Réciproquement : Pour u = ﬁ calculons Sg(x) :
2(x —y,x) 2([|z]1* — (. y))
Sp(z)=a— 22"V 0y —y) =y
e e e TR A

=1
D’ou le résultat.

Ainsi il existe une matrice de réflexion A telle que Ax = y.

8 D> Soit G un sous-groupe compact de (GL,, (R), x) contenant O,, (R).
Soit G €G,x € F avec ||| =1et p € Z.

e Sip=1:
Posons y = Gz. Alors |ly|| = ||Gz|| # 0 car G est inversible.
Posons y' = ﬁ Comme ||z|| = ||y'|| = 1, par la question Q7 il existe une réflexion A € O,, (R) C G telle que x = Ay’.
Posons G; = AG . Donc
Gre = AGx = Ay = |lyllAy" = [lyll

Ainsi : Gz = ||Gz||z et G1 € G.
e SipeZ~{1}:

Gp = GY convient :
» Sip>1:onaGyr=Gz=|Gz|Pz.

» Sip<0:onaG,=(Gi")PleGet G'a= mx , donc Gpz = ||Gz||Px.

Ainsi, pour tout p € Z, il existe G, € G tel que : ‘pr = ||Gx||p.x‘ .

90> OnaO,(R)CG. Montrons que G C O,(R) .
Soit G € G et x avec ||z|| = 1. Par la question Q8, pour tout p € Z, il existe G, € G tel que Gpz = ||Gz||Px.

Comme G est compact, la suite (G)pen admet une sous-suite (G, (p))pen convergente vers L € G .
L’application (A4, X) + A.X est continue de .#,(R) x E vers £ , donc Gy,yr  — L .

p—+00
On a Gz = ||Gz||?®)z, donc :



10 >

11 >

12 >

13 >

e si |Gz| > 1, alors |Gz[|*®)  — o0, contradiction avec le fait que G, est borné.
p——+oo

e si ||Gz|| < 1, alors ||Gz||#®?)  — 0, par suite Gopr — Lx =0, ce qui donne z = 0, contradiction.
p——+00 p—r+00

Nécessairement on a ||Gz|| = 1. Par suite pour tout z de E , |Gz|| = ||z||, donc G € O, (R) et G C O, (R).

Ainsi G = O, (R) , ce qui signifie que O,, (R) est un sous-groupe compact maximal de (GL,(R), x).

— Calcul différentiel sur O,(R) et SL,(R)

f:Me #,R)— M"M € #,(R). Ona f =Vod avec
o AR — M(R)x #,(R) U: M,(R)x M(R) — Mp(R)
M (MT,M) (A, B) — AB
® est linéaire,¥ est bilinéaire en dimension finies, donc elles sont de classe €' avec

d®(M) (H) = ®(H) = (H", H)
AV (A, B) (H,K) = U (A, K) + V (H,B) = AK + BH

df(M): Mn([R) — AMn(R)

Donc f est de classe € et df(M) = dU (®(M)) o d®(M) . Ainsi
; F(M) = A% (@(M)) o dB(M) e

Soit T' V’espace tangent & O, (R) en I,, .
Soit H € T : il existe € > 0 et 7 : |—¢,e[ = O, (R) dérivable en 0 avec v(0) =1,, et 4/(0) = H.

Comme 7(t) € O,(R) pour tout ¢, on a v(t)".4(t) = I,,. Donc la fonction vectorielle h : t + f(v(t)) est constante sur

]—¢, €] et elle est de dérivée nulle. On a

() = df(v () (Y (1) = v() T (1) +4' (&) " A(t) = 0
etent=0ona~vy(0)=1I,et(0)=H,donc H+H" =0 et Hc A,(R) .
Ainsi T C A,(R) .

e Stabilité par somme :
Soient Hy, Hy € T avec y,,74 les arcs associés. Considérons v(t) = v, (t)v5(t).
Comme v, (t) ,7v5(t) € O,(R) alors
Y(t) € On(R), 7(0) =1L, et 7'(0) =71(0).In +1n75(0) = Hy + Ha.

Donc Hi + Hy € T.

e Stabilité par multiplication scalaire :
Pour A € R et H € T avec «y larc associé. Soit § : t — y(At) (pour |t| assez petit).
On a §(0) = 1,,, et '(0) = Ay, (0) = \H .
Donc AH € T.

Ona0eT (avec~y:t—1,),T est stable par combinaison linéaire, donc c’est un sous espace vectoriel de ., (R) .
D’apres la question Q11, T C A, (R) .

Montrons l'inclusion inverse : soit H antisymétrique. On considére I'exponentielle de matrice (t) = exp(tH).

On sait que :
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e +/(t) = H.exp(tH) donc v(0) =1, 7'(0) = H.
o VA B e #,(R) : exp(A)T =exp(AT) , exp(A)~! = exp(—A) et exp(A + B) = exp(A)exp(B) si AB = BA .
Donc exp(tH) "exp(tH) = exp(tH " exp(tH) = exp(—tH )exp(tH) = exp(0) = I,.

Par suite v(t) € O,(R) et H € T. D’ou A,(R) C T.
Ainsi | T = A, (R) |.
Onag(M)=Tr(M"™M) .

Considérons pour ¢ > 0 la matrice M; = Diag(¢t,t71,1,...,1). Ona M, € SL,(R) et g(M;) =t>*+t24+n—-2 — +cc.

t——+oo
Donc g est non majorée sur SL,(R) : elle n’a pas de maximum global.

e g(M) = Tr(M"M) est une fonction polynomiale, donc de classe ¢1. On calcule la différentielle par la définition :

g(M + H) — g(M) =Tr(M + H)" (M + H)) — Tr(M"M) = Tr(H"H) + 2Tr(M " H).

Comme Tr(H T H) = [H|* = o(|[H|) , alors | dg(M)(H) = 2Tx(M" H)|.

On a dg(M)(H) = (2M, H),donc W .

e det est une application polynomiale en les coefficients, donc elle est de classe €.
Soient M, H € M, (R) et notons M = [C1]...|Cy] et H = [Hy|...|H,]. Alors

det (M +tH) = detg (C1 + tHy,...,Cy +tH,,).

Par multilinéarité : .
det (M +tH) = det(M)+t Y _dety(Cy,..., H;,...,Cp) + R(t)
j=1
R(t) renferme les déterminants qui ont plus de deux colonnes de la forme tH; , donc il s’écrit t2Q(t) avec @ un polyndme.
Par suite
det (M + tH) = det(M +t2detgg Ci,.... Hj,....Cp) +O(t?)
Jj=1

Par la relation entre dérivée directionnelle et différentielle on a
d(det)(M)(H) = zn:detgg(Ch L Hy L C)
On développe selon la j-éme colonne :
detgs(Ch,y.. Hy, ... Co) =Y Hij (~1)™A; ;= ZH” Com (M

Donc
d(det)(M =

J

Ainsi : | d(det) (M)(H) = Tr(Com(M)" H) = (Com(M), H) et Vdet(M) = Com(M)| .

> H;;Com(M);; = (Com(M), H) = Tr(Com(M)" H)
1j5=1

n n

e On suppose que M € SL,(R) est un extremum local de gjsr,, (r). M est un extremum de g sur ./, (R) avec la contrainte
h(M) =det(M)—1=0.
Puisque Vh(M) = Vdet(M) = Com(M) # 0 , alors d’apres le théoréme des multiplicateurs de Lagrange il existe
a € R tel que: Vg(M) = aVdet(M). Donc : 2M = aCom(M).
Ainsi M = ACom(M) , avec A = § .



e Puisque M € SL,(R), on a MCom(M)" = det(M)1,, = 1,,, donc Com(M) = (M ")~ = (M~1)T".
La relation M = ACom (M) = A\(M~1)T donne :

MM = \l,.

Et on a det(M)det(M ") = A" =1, donc A € {—1,1}.

La matrice MM T est symétrique définie positive :
VX € R"\ {0} , XTAX = (MTX) (MTX) = |MTX|2>0.

Donc A > 0 et A = 1 par suite MM " =1, et M € O, (R).
Comme M € SL,(R), on a det(M) = 1, alors M € SO,, (R).

17 > La matrice MM est symétrique définie positive, donc elle s’écrit :

MM = P.Diag (A1, ..., \n) PTavec P € O, (R) et \; >0 Vi € [1,n]

On a alors .
Tr(MMT) = Zn:AZ- et det (M) = <ﬁ )\i> 2 =1
i=1 i
Par I'inégalité arithmético-géométrique, y
2o () -
i=1 i=1

donc Tr(MM ") > n , avec égalité si et seulement si A\; = ... = \,, = 1.

Ainsi, g|sr,, (r) admet le minimum global, atteint en I,, et qui vaut n .

I11 — Morphismes continus de U dans GL,(R)

On rappelle que U = {z € C : |z] = 1} est un groupe multiplicatif compact, et ¢ : (U, x) = (GL,(R), X) est un morphisme

de groupes continu.

18 > e Soit H un sous-groupe borné de (R*, X) .
Pour tout h € H, la suite (h™),cz est dans H, donc bornée.
Si |h| # 1, alors |h™| 2 +00 ou |h™"| = 400 : contradiction. Donc |h| =1, et H C {—1,1}.
n—-+0oo

Ainsi les sous-groupes bornés de (R*, x) sont exactement {1} et {—1,1}.

e Considérons 1 = deto ¢ : U — R*.
1) est composée de deux morphismes de groupes continus, donc c¢’est un morphisme de groupes continu.
Son image ¥ (U) est un sous-groupe de R*. Comme U est compact et ¢ continue, alors ¢(U) est compact, donc borné.
D’apres ce qui précede, ©(U) = {—1,1} ou {1} . Mais U , est le cercle unité, donc connexe par arcs et ¢ est continue,
donc ¥ (U) est connexe par arcs, par suite ¢(U) = {1}. Donc 9(z) = det(p(z)) = 1 pour tout z € U .
Ainsi | ¢(U) C SLy (R) | .

MX
19 > On munit .#,(R) de la norme subordonnée : || M|| = sup ” ”
x#0 |1 X]|

Soit z € U et A = ¢(2) € GL,(R). Pour tout n € Z, p(z") = p(2)" € p(U) .
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Comme ¢ est continue et U compact, donc ¢(U) est compact dans GL,, (R) C .4, (R). Par suite ¢(U) est borné,
I M >0 tel que ||¢(Z2)]| < M pour tout Z € U. Soit A € Spr(¢(2)) et v un vecteur propre associé.

Donc, pour n € Z on a ¢(2")v = A"v et

A vl = Nl < lle(")IHlvl < M o]

Par suite {|\|™ : n € Z} est borné dans RT. Donc forcément |A| = 1.

Ainsi | Spe(¢(2)) C U|.

Soit U :x € R+ p(e'*) € GL,(R).

Soit z,y € R. On a
U(z +y) = (') = p(e™.e") = p(e™)p(e™) = U (z)¥(y)

Ainsi ‘ U(z +y) =U(x)P(y) ‘ .

Soit F: 2 € R / U(t) dt € M, (R).
0

e U est continue (composée de x +— € et ¢, qui sont continues). Donc F(x) = / ’ U(t)dt est bien défini et de classe
¢! sur R, avec F'(z) = ¥(x). ’

e F(0)=0et F'(0) = (1) =1,. La formule de Taylor-MacLaurain donne F(z) = zI,, + o(x).
Donc la fonction G : 2 — lF(nc) si x # 0 et G(0) = I,, est continue sur R . GL,,(R) est un ouvert de .#,(R) ( image
réciproque par det de [ ’ouvxert R* ), donc G~! (GL,(R)) est un ouvert de R contenant 0 . Par suite il existe a > 0 tel
que G ([—a;a]) € GL,(R) . On a donc F ([—a;a] \ {0}) € GL,(R) .
Ainsi il existe a > 0 tel que F'(x) est inversible pour tout z € [—a;a \ {0} .

Soit z € R. On a N
Fla+a) - F(z) = / W(t)dt.

D’aprés Q.20 ¥(t) = V(x +t —z) = U(z)¥(t — x) , donc

4o 4+
/ U(t)dt = \I/(a?)/ (t—2)dt =7 W(z) F(a).

Comme F(a) € GL,(R) alors | ¥(z) = </:+a \Il(t)dt> F(a)™1]|.

On peut écrire ; ¥(z) = (F(z + o) — F(z)) F(a)™! |, F est € donc ¥ est ¢! sur R .
Posons M = ¥'(0).
Soit z,y € R . En dérivant, par rapport a y , la relation ¥(x +y) = ¥(z)¥(y) = U(y)¥(z) on obtient
V(w+y) =V (y).U(x)
ce qui donne pour y =0 :
U (z) =0'(0).¥(z) = M.¥(x)

Donc ¥ est solution d’une ’équation différentielle "matricielle”, qui est une équation différentielle vectorielle linéaire
homogene d’ordre 1 & coefficients constants ( on prend E = 4, (R) , a: A~ M.A | Uéquation est X' = a(X) ).

Donc ¥(z) = exp(zM). Xy et Xy € 4, (R) . La condition ¥(0) =1I,, donne Xy =1I,, et ¥(x) = exp(zM) .

Ainsi ‘ Vz € R, ¥(z) = p(e®) = exp(zM) ‘ .




IV — Morphismes de (R, +) dans (GL,(R), x)

24 > Soient A, B dans ., (R) .
Si A, B sont semblables dans .#,(C) il existe alors une matrice P inversible dans .#,(C) telle que

A=P'BP.

donc
PA = BP

On note R, Q les parties réelle et imaginaire de P, donc
(R+iQ).A=B.(R+iQ)=RA+iQA=BR+iBQ
Par identification des parties réelles et imaginaires des composantes de ces matrices, on obtient
RA=BR et QA= BQ.

Soit lapplication ¢ : z — det(R+ 2Q) , z € C. On a ¢ est une fonction polynomiale de degré inferieur & n , non

identiquement nulle car ¢(i) = det(R +iQ) = det(P) # 0 . Donc ¢ admet au plus n racines complexes, soit

r=max{|z] / ¢(z) =0}

alors pour tout z tel que |z| > r on a ¢(z) = det(R + 2Q) # 0.

Soit A > r , la matrice R + A\Q est inversible et réelle, on a
(R+XQ).A=B.(R+XQ) et A= (R+)Q)""B.(R+ Q)
ce qui prouve que A et B sont semblables dans ., (R).

25 > Soit N € .#,(C) une matrice nilpotente et non nulle.
Donc il existe k > 1 tel que N* =0et N*~1 #£0. On a

Ker(N) C Ker(N?) C --- c Ker(N*™1) ¢ Ker(N*) = E.
Si Ker(N) = Ker(N?), alors pour tout = € E
NFz = N? (N*22) =0

donc N*=2z € Ker(N?) = Ker(N) , ce qui donne N*~1z =0 et 2 € Ker(N*~1) . Ainsi N*=! = 0, ce qui est absurde.
Donc ‘ Ker(N) € Ker(N?) ‘ .

26 > On a ¥(z) =exp(aM) et ¥(z) = ¢(e'®), avec ¢ est un morphisme de U dans GL,,(R). Donc pour z = 27 :
exp(27M) = (e*™) = (1) = 1,.
On sait que Spg(exp(A4)) = {e*, A € Spe(A4)} . Donc pour A € Spe(M) on a

e¥™ € Spe(exp(2nM)) = Spe(T,) = {1}.

par suite €™ = 1, ce qui implique 27\ € 2inZ et \ € i7Z .
Ainsi | Spe(M) C {ik,k € Z} |.
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Posons Spe(M) = {A1,.. ., A}, xu(X) = [T(X = X)) et Ej; = Ker(M — \;I,)™ . On confondra une matrice avec
j=1
son endomorphisme canoniquement associé.

D’apres le lemme de décomposition des noyaux et le théoréeme de Cayley-Hamilton ona C*" =FE; & --- ® E,. .
Sur chaque FEj, la matrice N; = (M — \;I,)|p, est nilpotente, posons D; = (A\;I,)|g;. On a N;D;j = D;Nj et
M|g; = Nj + Dj. Soit les matrices par blocs :

N = Diag (N1, ..., N,) et D = Diag (D1, ..., D,)
On a donc M est semblable dans .#,(C) & D + N avec : D diagonale, N nilpotente, DN = ND et Sps(D) = Spe(M).

D est diagonale avec des valeurs propres \; = ik; € iZ , pour j € [1,n].
Donc :
exp(2mD) = Diag(e*™*1 ... *™n) = Diag(1,...,1) =1,.

Comme D.N = N.D donc exp(D + N) = exp(D)exp(N) .
De exp(2nM) =1, :

exp(2n(D + N)) = exp(2nD)exp(2nN) =1, - exp(27N) =1,,.
Donc exp(2rN) = I1,,.

La matrice N est nilpotente, il existe p > 1: NP =0 et NP~1 £ 0. Donc :

_ (2m)® (2m)r=r—! p—1
exp(?wN)—In-i-?wN—l— ol N ++W
par suite :
(2m)% s @m)r=r—t
2rN + ——N oo —————NPT =0 (1
TN + 5 +o -1 (1)

On a Ker(N) C Ker(N?) C --- C Ker(N?~1) C Ker(N?) = E.

Si z € Ker(N?) alors = € Ker(N7) pour tout j > 2 .

La relation (1) donne Nz = 0 et € Ker(N) , donc Ker(N?) C Ker(N). Ainsi Ker(N) = Ker(N?).
D’apres Q.25 N est nulle. Ainsi ‘ exp(2rD) =1, et N = O‘ .

e Ona M € #,(R) , d’aprés les questions précédentes, N = 0 donc M est diagonalisable sur C, avec
SpC(M) = {/\17~-~;/\r} et )\j = ikj ISEY/
Si Aj # 0 alors )\7 est aussi valeur propre de M et de méme ordre de multiplicité.

M est donc semblable & la matrice
Diag(ik1, —iki, ..., ikp, —ikp,0,...,0) avec k; # 0 Vj € [1,p]

Pour j € [1,p] si v; est vecteur propre associé & ik; alors T; est vecteur propre associé a —ik; .
Posons v; = x; +1y; , avec x;,y; € R* . Les vecteurs v; et v; sont libres donc x; et y; le sont aussi et

Vect (v;,7;) = Vect (z;,y;). On a Mv; = ikjv; donc
M(ZZJ' + ZMyJ = 7]ijj —+ ikjl‘j = M"ij = *kjyj et Myj = kjl‘j

On complete la famille (x1, y1,...,%p,Yp) , Par des vecteurs de Ker(M), en une base de C". On écrit, dans cette base,

la matrice de ’endomorphisme canoniquement associé & M , on obtient que M est semblable, dans .#,,(C), a la matrice

AZDiag(Akl,...,Akp,O,...,O)
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0 —k
avec Ay = E De Q.24 les matrices M et A sont réelles semblables dans ., (C) donc elles sont semblables

k
dans 4, (R) .

Ainsi il existe Q € GL,(R), p € N, ki,...,k, dans Z \ {0}, tels que : M = QAQ ™! .

e Calcul de exp (zAy) .
On a zAy = rkRz , donc

(=1)P(zk)?PI, si j=2p

(o) = (k) R —1)P(xk)®HRs  si j=2p+1
(=1)P(zk) 1 j=2p
par suite

too xk‘ 2p+1

exp (zAg) = Z( 2+ Z 2p ) 7 Rz = cos(zk)lz + Rysin(zk)
p=0

Ainsi ‘exp (xAg) = Rar | -

e On a donc exp (zA) = Diag(Ryk, , - - -, Rak,, 1, ., 1) et ¥(z) = exp (M) = Q.Diag(Ryp,, - - -, Rak,y, 1,...,1).Q 7L

Ainsi 3Q € GL,(R) et I kq,...,k, € Z\ {0} tels que : [Vz e R, T(z)=Q P Q1

30 > Posons ¥(z) = Q.Diag(Rek,, - - -, Rak,, 1,...,1).Q " avec Q € GL,(R) et ky,...,k, € Z\ {0} .

U est une application de R dans GL, (R) . Vérifions que c’est un morphisme de groupes.

Soit x,y € R, on a

\IJ(SC + y) = Q~Diag(R(m+y)k17 R R(ery)k s 1. ) Q" !
= Q.Diag(Ruk, Ry, - - -, Ror, Ryr,, 1, ..., 1).Q7 "
= Q.Diag(Rykys--- Ron,r 1,...,1).Q ' Q.Diag(Ryk,, - ., Ryr,, 1,...,1).Q7"

Donc : ¥U(z +y) = U(z)¥(y) et ¥ est bien un morphisme de groupes de (R, +) dans (GL,, X).
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