Mines-Ponts Un corrigé de Mathématiques 2 MP 2026
Autour de O,(R) et SL,(R)

I. Quelques propriétés de O,(R)

1 > On considére le polynome caractéristique de Ry : xg = X2 — tr(Rg)X + det(Rg) = X2 — 2 cos(0)X + 1.
Le discriminant vaut Ay = 4 cos?(#) — 4 = —4sin?(0).
Si 6 = 0[27], alors Rg = Iy est diagonalisable sur R et sur C.
Si 6 = 7 [27], alors Ryp = —Iy est diagonalisable sur R et sur C.
Si 6 # 0[n], alors Ay < 0 et donc Ry n’admet pas de valeurs propres réelles donc non diagonalisable sur R.
Mais comme Ay # 0 alors |Spc(Reg)| = 2 et Rg € M3(C) est diagonalisable sur C. Ainsi
‘Rg est diagonalisable sur R si, et seulement si, § = 0 [7] ‘ et ‘Rg est diagonalisable sur C pour tout 0 € R‘

2>D: Soitfe€R. Ona

2 102
T [cos*(6)+ sin”(0) 0 B o, 2
Ry Ry = ( 0 cos2(6) + sin2(8) ) — Iy et det (Ry) = cos®(0) +sin“(0) =1

Dot Rg € SOs(R).

C : Soit M € SO2(R). On écrit M = (C; | Cq) en colonnes, on a
e [C1TCr Oy
b=MM= <02T01 Co' Oy
On a alors ||Cy||2 = ||C2||> = 1 (norme euclidienne usuelle sur R?).
: , ~ (cos(6) _ (sin(0") o
On dispose alors de 0 et 8’ € R tels que C; = (sin (0)) et Cy = <cos )" Ainsi
1 = det(M) = cos (8) cos (8') — sin (6) sin (¢') = cos (§ + ¢')
f o — _ _ [cos(f) —sin(6)
donc 0 + ¢ = 0[27] puis ¢ = —0 [27] donc M = (C; | Cq) = <sin(9) cos(t) )
=: On conclut que ‘ SO2(R) = {Ry,0 € R}‘ On peut faire comme dans le cours.
3 > On note [||-||| la norme de M,,(R) subordonnée & la norme || - |.

Soit M € O, (R). Alors 'endomorphisme canoniquement associé & M est une isométrie vectorielle.

Doa Vz € R", |[Mz| = ||z|| <1 |z|. Ainsi VM € O,(R), |||[M]|| < 1.

donc O, (R) est une partie bornée de M,,(R) (i). On aurait pu utiliser la norme euclidienne usuelle usuelle.
(les normes sur M,,(R) sont équivalentes car dim (M, (R)) = n? < +00).

L’application ¢ : M — MM est continue sur M,,(R) car polynomiale et O, (R) = o~ ({I,}) or {I,} est fermé.
Ainsi O, (R) est une partie fermé de M, (R) (ii).

De plus, M,,(R) est un espace de dimension finie (iii).

Avec (i), (i) et (iii), ‘On(R) est une partie compacte de M, (R) ‘

Par ’absurde, on suppose que O, (R) est un ensemble connexe par arcs.

Comme det est continue sur M, (R) selon le cours, alors I = det (O, (R)) est une partie connexe par arcs de
R donc I est un intervalle.

On remarque que I,, € O,(R) et J =diag(—1,1...,1) € O,(R) (matrice diagonale).

Or det(I,,) =1 et det(J) = —1 alors 1 et —1 € I. Ainsi 0 € I car 0 € [-1,1].

Cela nous fournit M € O, (R) tel que det(M) = 0. Alors

1 = det (I,) = det (MT) det(M) = 0

ce qui est absurde. Ainsi ‘ O, (R) n’est pas connexe par arcs‘
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4 > Soit U € SO, (R).
Comme U € O,(R), le cours nous fournit Q2 € O, (R), 7 € N, pe N, g € N, 0y,...0; € R\7wZ tels que

Ry, (0)

la matrice du milieu étant diagonale par blocs. Le déterminant étant un invariant de similitude, on a

Ry, (0)

l=det(W)=| g, - (H det (Rm) det (~1y) det (I,) = (~1)7
=1

Ro, (0)
U=0 ol
Ry,
(0) I
On pose alors I'application
0,1] — M, (R
Ry, (0>
v t— Q or
Rtek
(0) I

de sorte que 1 est continue, ¥(0) = U, 1(1) = I,, et par calculs par blocs, V¢ € [0,1], (¢(t)) ¥ (t) = L,.

rk
Ainsi Vt € [0, 1], (w(t))Tz/J(t) € O,(R) et Vt € [0,1], det (1(t)) = <H det (Rtei)> det (I,) = 1.
i=1

Ainsi 9 est a valeurs dans SO, (R). Ce qui prouve que ’ SO, (R) est connexe par arcs‘

car on vient de montrer que pour tout U € SO,,(R), il existait un chemin continu joignant U a I,, dans SO, (R).
5 > On considére H est un sous-groupe multiplicatif de O, (R) tel que SO, (R) C H et H # SO, (R).

Soit U € 0, (R)\SO,,(R). 1l suffit d’établir que U € H.

Par hypothese, on dispose de 2 € H\SO,(R) ainsi € O,(R).

Comme YM € O,(R), det(M) € {—1,1}, on a det(U) = —1 et det () = —1.

On pose R = QU. Alors R € O,,(R) car O,(R) est un groupe.

De plus det(R) = det(Q2) det(U) = (—1)2 =1 d’ott R € SO, (R) et ainsi R € H.

Puis U= Q'R € H car H est aussi un groupe multiplicatif. Ce qui prouve que :

‘si H est un sous-groupe multiplicatif de O,,(R) contenant SO, (R), alors H = SO, (R) ou H = O, (R) ‘
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6 > On a I’égalité des variables aléatoires : det (Z2) = Y1,1Y22 — Y21Y1 2.
On remarque Y11Y2 2 est a valeurs dans {0,1} et (Y11Y22=1)= (Y11 =1,Y22 =1).
Ainsi par indépendance P (Y11Y22=1) =P (Y11 =1) P(Yoo =1) = p2
donc Y11Y22 ~ B(p?) et de méme Yo1Y12 ~ B(p?). Ainsi

(Zo € GL2(R)) = (Y1,1Y22 # Y21Y12) = (Y1,1Y22=0,Y2:1Y12 = 1) U (Y11Y22=1,Y21Y12=0)
Par union disjointe et comme Y 1Y22 I Y2 1Y 2 selon le lemme des koalas, on a :

Ainsi | P (Zy € GL2(R)) = 2p?(1 — p?)
On remarque que Z,, est a valeurs dans M,,({0,1}) (matrice a coefficients dans {0,1}).
Soit M € M, ({0,1}). On note 1y = {(4,5) € [1,n]* |m;; =1} et §(M) = |1m]| de sorte que

Zn=M)=| (] Yiz=D]|n| () Yi;=0)

(i.7)€1m (6,5)€1m
1<i,j<n
Par indépendance des Y; ;, on a alors
P(Zn=M)=| ][] P(Yi;=1) [T Py =0)] =pM@—p» =00
(1.7)€1m (1.3)¢1m

De plus M € O, (R) si et seulement si ses colonnes forment une base orthonormée de M, 1(R).

Ainsi M € O, (R) si et seulement si chacune des ses lignes et de ses colonnes contient un unique 1 (et 0 ailleurs).
Donc si M € O, (R), alors 6(M) = n et donc P(Z, = M) = p"(1 — p)™° ™.

On note P, = M,,({0,1})NO,(R) et on a |P,| = n! car pour construire une matrice de P,,, on a n choix pour
positionner le 1 de la premiére colonne, n — 1 pour la deuxiéme, puis ...n — i + 1 pour la colonne i ... Alors

P(Zneon(R)):P< U (Zn:M)> = Z P(Zn:M):|Pn|'P(Zn:In)

MeP, MeP,

2

On peut conclure que |P (Z, € O,(R)) =nlp"(1 —p)» "
On note R,, = M,,({0,1}) NSO, (R) et N,, = P,\R;, on a donc 'union disjointe : N, UR,, = P,,.

On considére 'application o : M, (R) — M, (R) qui a une matrice M = (C; | C2 | C3 | ---| Cp) (écrite en
colonnes) associe (Co | C; | Cs |-+ | Cp) € Myu(R).
Alors o est une bijective et o(R,,) = N,, donc |R,,| = |N,| puis |R,| = |Py| /2.
Ip" (] — n2—n
Ce qui permet de conclure que |P (Z, € SO,(R)) =P (Z, € Ry,) = nip"( 5 r)
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7 > Six =y, on dispose de H hyperplan de R tel que x € H.
On consideére p réflexion d’hyperplan H et A la matrice de p dans la base canonique de E = R".
Alors Az = p(z) =z =y.
Sixz#y,onnoten=y—zx.
Alors n # 0 et on note H = n' de sorte que H est hyperplan de R™.
On consideére p la réflexion d’hyperplan H et A sa matrice dans la base canonique.

De plus en notant (-, -), le produit scalaire de E, on a
(n,x+y) = (@ —yx+y) = |z)* = lylI> =0

Ainsi (z+vy) Lndotz+y € Het x —yc H' ainsi

Ax:M@:p<Hw+w+1@—w)=1Mm+w+lmx—w=1®+y%—ax—w=y

2 2 2 2 2 2
Dans tous les cas ‘il existe une matrice de réflexion A telle que Az = y‘ des que ||z|| = [|y].
8 > Dans un premier temps, on note y; = Gz et 1 = ||Gz|| - 2. De sorte que

lz1 ]l = |G - [lz]] = 1G]] - 1 = [y}

La question 7 nous fournit une matrice de réflexion A tel que Az = y;.

Ainsi A € O,(R) et donc A € G et A||Gz| - z = Gz.

Donc ||Gz|| - # = AGz car A2 =1, (une réflexion est une symétrie vectorielle).
En posant G; = AG, on a G1 € G car (G, x) groupe et ||Gz||! -2 = Gyz.

Pour p € Z, on pose G, = (G1)P. Alors G, € G (groupe).

Par récurrence immédiate on a

Vk e N, Gpz = ||Gz|* - 2

Soit m € Z\N, on a —m € N donc G_,,z = [|Gz|~™ - z puis ||Gz||™ -z = (G_,,) 'z
or (G_p) ' = (G1)™™ = Gy Ainsi Gz = ||Gz||™ - 2.
Ainsi ‘pour tout p € Z, il existe G, € G tel que : Gpz = ||Gz||? - x‘

9 > Soit G € G. Il suffit de montrer que G € O,(R) c’est & dire Vo € E, [|z| =1 = ||Gz| = 1.
Par ’absurde, on suppose qu'il existe x € E tel que ||z|| =1 et [|Gz|| # 1.
La question 8 nous fournit alors (Gy), .z, famille de G telle que Vp € Z, Gpz = |G| - =
En notant r = [|Gz||, on a ||Gpz|| = ||Gz||P - |z|| = P d’ou |||G,||| = rP.

Sir > 1, alors |||Gpl|| ——— 400 par théoréme d’encadrement.
p—r+00

Sir < 1, alors |||Gp||| ——— +oo par théoréme d’encadrement.
p——00

Ainsi G n’est pas bornée donc non compact ce qui est absurde.

Cela permet de conclure que |G = O, (R)

: o — R}
Autre méthode : on considére 'application *

g
G — |Gz
composition et G est compact, ainsi f est bornée. Donc la famille (Gpa:)pez aussi ...

. Cette application numérique est continue par
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I1. Calcul différentiel sur O,(R) et SL,(R)

10 > L’application f est polynomiale par composantes donc de classe C*°.
Soit M et H € M, (R). On a

FM+H) =M+H' M+H) =MM+HM+MH+HH

L’endomorphisme de M, (R) X — X' est continue car dim (M, (R)) < +o0.
Cela nous fournit K > 0 tel que VX € M, (R), HXTM < K[IX]]]-
Ainsi VH € M,,(R), |||HH||| < K|||H|||>. Ainsi

ﬂM+H%:ﬂMHJﬂM+MWH}£JmetGh—HﬂM+MWQE£@MAR»

Alors | f est de classe C' et df(M) : H— H' M + M'H en tout M € M, (R)
11 > Soit H € T. On dispose alors de e > 0 et v :] —e;¢[ — O, (R) dérivable en 0 vérifiant v(0) = I,, et 7/(0) = H.

OnaVhe]—ee[, I, =v(h) v(h) = f oy(h).

Ainsi f oy est dérivable sur | —e;e[ et Vh €] —¢e;¢[, (fony) (k) =0.

De plus par formule de dérivation du cours, et & I'aide de 10, on a

(fo) (0)=df (v(0)) -7/ (0) =df (I.) -H=H'L, + ,’H=H" + H

ainsi H' + H = 0 donc H est antisymétrique.

Ainsi | T est inclus dans ’ensemble des matrices antisymétriques‘

12 > Soit H; et Hy € T. On dispose alors de €1 > 0, g2 > 0, 71 :] —e1;61[—= On (R), 72 :] — 2582 = O, (R)
dérivables en 0 vérifiant v1(0) = 12(0) = I, et v1(0) = Hy et 74(0) = Ho.
On pose ¢ = min (e1,e2) et y: t €] — ;e[ 71(¢)72(1).
Alors e > 0 et v :] —g;¢[— O, (R) est bien définie car O,, (R) est un groupe.
De plus 7(0) = 71(0)72(0) = 12 =1, et v est dérivable en 0 et

7'(0) = 71(0)73(0) + 1 (0)72(0) = I,Hay + HyI, = H; + Hy

Ainsi H; + Hy € T et ’T est stable par somme‘

Pour montrer que T posséde une structure d’espace vectoriel, il suffit de montrer que T est un sous-espace
vectoriel de M, (R).

On sait déja que T € M, (R) et que T est stable par +.

Par exemple, en prenant e =1l et 9 :t €] — 1;1[+—— I, € O, (R).

Alors v dérivable en 0, 70(0) = 1,, et 7,(0) = 0.

Ce qui prouve que 0 € T.

Soit A € R* et H € T. Il reste a établir AH € T. (le cas A = 0 venant d’étre traité).

On dispose € > 0 et v :] — ;e[ — O, (R) dérivable en 0 vérifiant v(0) = I,, et 4/(0) = H.

On pose n = ¢/|A| de sorte que n > 0 et

Ainsi AH € T.
donc ‘T posséde une structure d’espace Vectoriel‘
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13 > Soit M € M,,(R). Par propriétés de la transposition, on a

N 1 ! 1 k
k _ il
VNEN,(E k!M> —E —k!(M>
k=0 k=0
N 1 N 1 k T
PIk M PIT M
or kz;) k! N—+o00 e et kZO k! ( ) N—+4oo © '

-
. . (N L "
Or la transposition est continue (vu en 10), ainsi E HM P exp(M)" .
: —+00
k=0

Par unicité de la limite on a exp (M) = exp(M)" .

On note A, I'ensemble des matrices antisymétriques de M,,(R). On a vu en 11 que T C A,,.
Soit A € A,,. On définit v : t — et

Soit t € R. Comme —tA et tA commutent et AT = —A, alors on a

T
’}/(t)T’y(t) — etA etA — e—tAetA — e—tA+tA — eO — In

Ainsi 1 >0, v(] —1;1]) € O, (R) et v(0) = IL,,.
De plus selon le cours, v est de classe C! et v : t — AetA.
Ainsi v est dérivable en 0 et 7/(0) = Ae? = Al, = A. D'ou A € T.
Ainsi ‘l’ensemble T est ’ensemble des matrices antisymétriques de M, (R) ‘
14 > Pour k € N*, on a pose M, = diag(k,1/k,1...,1) € M,(R) de sorte que det (M) = 1 et ainsi My, € SL,(R)
or

g@h)ztrowgﬁAQ::m(dmgkalﬂgJA“,D):k2+1ﬂf+wr—2>k2

Ainsi g (Mg) P +o00. Ainsi g n’est pas majorée sur SL,(R)
——+o00

donc ‘la restriction de g & SLy,(R) ne posséde pas de maximum global‘

15 > Les applications g et det sont polynomiales sur M,,(R). Ainsi ‘ g et det sont de classe C! sur M, (R) ‘

Je note le produit scalaire usuel sur M, (R) (X,Y) — tr (X'Y) = (X,Y).
Soit M = (m;j)1<i<n € Mn(R). Quand H — 0, on a

1<j<n

gM+H)=(M+HM+H) =(MM) + 2(M,H) + (H,H) = g(M) + (2M, H) + o(H)

Ainsi | Vg(M) = 2M

On fixe £ = (E; j)1<i<n la base canonique de M,,(R) oti les E; j = (0;,¢05 1) 1<o<n -
1<j<n 1<k<n
On rappelle £ est une base orthonormée pour le produit scalaire usuel. On va calculer les dérivées partielles de

det dans cette base. Soit (7,;) € [1,n]%. On pose ¢; ; : t — det (M + tE; ;).

On considére M;] € M, (R) identique a la matrice M sauf pour la j-éme colonne qui a été remplacée par la
colonne ou tout les coefficients valent 0 sauf le i-éme qui vaut 1.

On note également 1\7[2] € M,,_1(R) la matrice M a laquelle on a retiré la i-éme ligne et la j-éme colonne et
enfin Com(M) = (v7x)1<e<n- On rappelle que 7; ; = (—1)""7 det (K/IH) :

1<k<n

Par linéarité par rapport a la j-éme colonne, puis en développant par rapport & cette colonne, on a

Wt € R, det (M + (E; ;) = det (M) + tdet(M] ;) = det (M) + #(—1)"*7 det (MJ) = det (M) + s
. ddet (M + tEiJ')
1

Ains T = 7, ; donc la dérivée partielle de det en M selon la composante (7, j) est v; ;.
Ainsi la coordonnée de V det(M) sur E; ; est ; ; donc | Vdet(M) = Z vi,jEi ; = Com(M)

1<i<n

1<j<n
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16 > On a SL,(R) = {A € M,(R) |det(A) — 1 =0}. On sait que det est de classe C! sur 'ouvert M, (R)
et Vdet(M) = Com(M) et Vdet(M) # 0 car MCom(M)" = det(M)I,, = I,, # 0.
La fonction g est également C! sur I'ouvert M,,(R) et sa restriction & SL, (R) admet un extremum local en M.
Ainsi le théoréme d’optimisation sous contrainte, nous fournit p € R tel que Vg(M) = pV det(M).
Par conséquent, selon 15, p - Com(M) = 2M d’ou ‘il existe A € R tel que M = X - Com(M) ‘
De plus comme M # 0, on a A # 0 et Com(M) = (1/A)M. Ainsi

I, = MCom(M)" = (1/A)MM' puis MM' = Al,
En passant au déterminant, on obtient \" = det(M) det (MT) =det(M)? = 1 donc A € {-1,1}.

n
Le coefficient en position (1,1) de A, = MM' est A = Z M%j > 0 donc A = 1.
j=1

donc MM" =T, puis M € O,,(R) or det(M) = 1 d’oit |M € SO, (R)

17 > L’application g est minorée par 0 sur SL,(R) qui est non vide.

Cela nous assure 'existence de m = inf g.
SLn(R)

Par caractérisation séquentielle de la borne inférieure, on dispose alors de (A,), suite a valeurs dans SL,(R)
telle que (g(Ap)), converge vers m.
Ainsi ( g(Ap))p converge et /g est la norme euclidienne donc la suite (A,), est bornée dans l'espace de

dimension finie M, (R), ce qui nous fournit une extractrice ¢ telle que A € M, (R) telle que (A ,)), converge
vers A.

Or SL,(R) est une partie fermée car SL,(R) = det ™' ({1}) et {1} est fermé
ainsi A € SL,(R) et (g(Ay,

Par unicité de la limite g (A) =m = inf g¢.
g(A) st 9

)))p converge vers g (A) par continuité de g.

D’oit A € SO,(R) selon 16.
Puis g(A) = tr (ATA) = tr(I,) = n. De fagon analogue ¥Q2 € SO, (R), ¢ (£2) = n or SO,(R) C SL,(R) donc

‘la restriction de g & SL,,(R) posséde un minimum global qui vaut n, atteint en tout point de SO, (R) ‘

III. Morphismes continus de U dans GL,(R)

18 > Soit G un sous groupe borné de R*. Par I'absurde on suppose qu’il existe x € G\{—1, 1} alors 2% € R \{1}.

D’otl comme en 9, (me)pez = ((ac2)p)pez est une famille non bornée d’éléments de G. Absurde.

On a montré que G C {—1,1}. Ainsi ‘ les sous-groupes bornés du groupe multiplicatif R* sont {1} ou {—1,1} ‘

¥ = detop : GL,(R) — R* est alors un morphisme continu de groupes multiplicatifs par composition.
Comme U est compact et connexe par arcs, alors 1(U) est compact et connexe par arcs par continuité de .
Comme 1) est un morphisme, ¥ (U) est sous groupe de R* borné car compact.

Or ¢(U) # {—1,1} car {—1,1} n’est pas connexe par arcs. Ainsi Vz € U, 9(z) = det (¢(2)) € {1}

d'ou Vz € U, ¢(z) € SL,(R) donc ’ ©(U) c SL,(R) ‘
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U — GL,(C)

z o p(z)

Comme M € GL,(R) — M € GL,,(C) est aussi est un morphisme de groupes continu, alors par composition F
est un morphisme continu de groupes de U vers GL,,(C).

19 > Dans cet question, on prolonge 'application ¢ a 'arrivée : F {

Ainsi F(U) est un sous-groupe compact de GL,,(C). Il s’agit donc d’une partie bornée de M,,(C).
Soit A € Spe(¢(z)) = Spc(F(2)). Alors on dispose de xz € C™\{0} tel que F(2)z = Az.
Comme F(z) € GL,(C), alors det (F(z)) # 0 d’ou A # 0 et on a

VkeZ,FGw~m:F@ﬁ~x:Ahx
En munissant C" d’une norme notée N, et en notant N, la norme subordonnée sur M,,(C), on a
Vk € Z, |A*-N(z) =N ()\’“ : m) =N (F (zk) x) < Nop (F (;;’f)) N(z)

Comme F(U) est bornée, on dispose de M > 0 tel que VA € F(U), Ng,(A) < M. Or z # 0 donc
Vk e Z, AP <M

Par conséquent |A\| =1 ie A € U. On a bien ‘ Spc(e(z)) C U‘

20 > L’application A : x — e!* est un morphisme de groupes de (R, +) vers (C*, x) d’image U
et ¢ : (U, x) — (GL,(R), X) est un morphisme de groupes.
Par conséquent ¥ = po A: (R,+) — (GL,(R), X) est un morphisme de groupes.
Ainsi |V(z,y) € R?, U(z +y) = ¥(2)¥(y)

21 > On reprend A : z — €l* de 20 et A est continue sur R. Ainsi ¥ = ¢ o A est continue sur R par composition.

xX
DoncF:xz e R+~ / U est la primitive de ¥ sur R qui s’annule en 0 et F/ = 9 est continue sur R.
0

Ainsi ‘F est une application C! sur R‘

L’application det : M, (R) — R est continue et GL,(R) = det™* (R*) et R* est ouvert.

Ainsi ‘ GL,(R) est un ouvert de M, (R) ‘ d’ou M, (R)\GL,(R) est fermé.

Par I’absurde, on suppose que pour tout o > 0, il existe = € [—a; a]\{0} tel que F(x) ne soit pas inversible.
Soit p € N*. Comme 1/p > 0, on dispose de z), € [—1/p; 1/p]\{0} tel que F(z,) ne soit pas inversible.

Selon les gendarmes, on a x, —— 0 ainsi
p——+00

F(zp) _ F(xzp) ~ F(0) » F/(0) = (0)

Zp zp—0 p—+oo
F F F
Or vp e N, F2) ¢ A (R)\GLA(R) car det ( <°””p>) _ det (F(z) _
Lp Tp x

Ainsi p(1) = ¥(0) € M,,(R)\GL,,(R) qui est fermé. Absurde
Ainsi ‘il existe a > 0 tel que F(z) est inversible si z € [—a; a]\{0} ‘

22 > Soit z € R. Comme M — W¥(x)M est linéaire, on a

T+o

W(2)F(a) = U(z) /Oa\IJ(t)dt:/Oa\I/(a:)\I/(t)dt:/Oa\If(x—i—t)dt:/ W () du

On a effectué le changement de variable u =z + t; du = dt.

T+
Comme de plus F(a) € GL,(R) selon 21, alors | U(z) = (/ W(t)dt) (F(a))t

Selon Chasles, on a ¥ : x — (F(z + a) — F(z)) (F(a))~! or F est C!
U est C! sur R‘ et Uz (U(z+a) - ¥(z)) (Fla))~ L

donc par théoréme d’opérations,
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23 > Ainsi selon 20 et 22, on a
Vo € R, W(x) = (¥(2)¥(a) — ¥(x)) (F(a)) " = (x) (¥(a) - L) (F(a)"!
Alors comme ¥ est un morphismes de groupes alors ¥(0) = I,, d’ou
M = ¥'(0) = (0) (¥(a) — In) (F(a)) " = ((a) — L) (F(a)) ™
Ainsi ¥ et x — exp(zM) sont solutions sur R du méme probléme de Cauchy linéaire en Y :

Y =Y. M
Y(0) = I,

On peut conclure |Vz € R, ¥(z) = ¢ (') = exp(zM)

IV. Morphismes de (R, +) dans (GL,(R), x)

24 > On dispose de P € GL,(C) telle que PAP~! = B d’ou PA = BP.
On peut écrire P = R + il avec R et I € M,,(R). Ainsi RA +iIA = BR + iBL
Par unicité des parties réelle et imaginaire, on a RA = BR et TA = BI.
Par combinaison linéaire, on a Vo € R, (R+zI) A = B (R + zI).
La fonction p : z — det (R + zI) est polynomiale non nulle et p(i) = det(P) # 0.
Ainsi le polynome associé admet un nombre fini de racines, ce qui nous fournit zyp € R tel que p(zg) # 0.
On note Q = R + ol de sorte que

Qe M,(R) et QA=BQ et det(Q) = det (R + zl) = p(xg) # 0

Ainsi Q € GL,(R) et A = Q7 'BQ.

donc ‘A et B sont semblables dans M,,(R) ‘
25 > On note p I'indice de nilpotence de N alors p € N*, NP = 0 et NP~ £ (.

On dispose alors de z € R™ tel que NP~z #£ 0 et NPz = 0.

De plus, on a p > 2 car N # 0.

Ainsi NP~2z € Ker N? mais NP2z ¢ Ker N.

D’ou | ker(N) # ker (N?)
26 > Selon 23, on a

exp(27M) = ¢ (7) = (1)

Comme ¢ est un morphisme de groupes de (U, x) vers (GL,,(R), x), alors ‘exp(27r1\/[) =1, ‘
Soit A € Spc(M). On dispose alors de x € C™ \ {0} tel que Mz = Az d’ou (27M) x = (27)\)x.

Ainsi selon le cours

z = Lo = exp(2nM)z = 2™z

Comme z # 0, alors ¢2™ =1 d’ou 27\ € 27iZ.
On en déduit que ’ Spc(M) CiZ = {ik,k € Z}‘
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27 > Comme yM(X) € C[X], alors d’aprés d’Alembert-Gauss, xm(X) y est scindé. On peut donc appliquer le cours
sur les sous-espaces caractéristiques.
On note A1, ..., A, les valeurs propres distinctes de M de multiplicités respectives : p1,...,p, € N*.
La matrice M est alors semblable a une matrice diagonale par blocs A = diag (Aq,...,A,) ou pour ¢ € [1,7],
A; = N\, + T ot T; est une matrice triangulaire supérieure stricte de M,, (C).
On note alors D = diag (MI,,,..., A\ Ip.) et N =diag (Ty,...,T,).
Alors M est semblable &8 A = D+ N et D est diagonale et N est nilpotente car triangulaire stricte et par calcul
par blocs :

DN =diag (M1, - T1, ..., Ay, - T,) = diag (T4 - MLpy,..., Tr - A, ) =N-D

De plus Spc(D) = | JSpc(MrIy,) = {A1,- .., A} = Spe(M). Ainsi
i=1

‘M est semblable dans M,,(C) & D 4+ N ou D diagonale, N nilpotente, DN = ND et Sp(D) = Spe(M) ‘

28 > On montre facilement que VA € M,,(C), Spc(27A) = {27\ | X € Spc(A) }.
Ainsi Spc(27D) = Sp(27M) avec 27.
Selon 26, on a alors Sps(27D) C {27ik |k € Z}.
On peut alors écrire 27D = diag(2wiky, ..., 2miky,), ou k1, ..., k, € Z, on a alors

exp(27D) = diag(e?™*1 .. &™) = diag(1,...,1)

Ainsi ‘exp(27rD) =1, ‘
Selon 27, on a : (27D)(27N) = (27N)(27D) et on dispose de P € GL,(C) tel que D + N = P~'MP donc

exp(27N) = exp(27D) exp(27N) = exp (27D + 27N) = exp (P_1(27TM)P) =P lexp(2rM)P

D’ott selon 26, on a |exp(27N) = P7!L,P =1,

On note v € N* I'indice de nilpotence de (27N) ie (27N)” = 0 et (27N)*~1 £ 0.
est une base de C[(27N)] selon le

Alors le polynéme minimal de 27N est mo,n = X¥ d’ou ((27rN)k)

0<k<r—1
cours or
+o00 1 v—1 1 .
=™ =3 e =1, + 37 52N +0
k=0 k=1
v—1
o 1 k N k 1
Ainsi Z H(Q?TN) = 0. Avec la liberté de ((27N) )ng@fl’ onaVk e [l,v—1], i 0.
k=1

Ainsi [1,v — 1] = () donc v = 1 puis | N est nulle | car 27 # 0.
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29 > D’aprés les questions 27 et 28, la matrice M est diagonalisable dans M,,(C).

De plus, M € M, (R) car M = ¥/(0) selon 23 et ¥ : R — GL,(R) et GL,(R) C M,(R).
Comme Yy € R[X], alors les valeurs propres non réelles de M sont conjuguées deux a deux.
A Daide de 26, il existe p € N et ky, ... .k, € N* tels que la matrice M soit semblable dans M,,(C) a une

matrice de la forme :
diag(ik‘l, —ikq, ... ,ik‘p, —ik‘p, 0,... ,O) S Mn(C)
On dispose de P € GL,,(C) telle que M = Pdiag(ik1, —ik1, ..., ikp, —ikp,0,...,0)P~1

Soit # € R. On a ¥(z) = ™ = Pexp [diag(ik1, —ik1, . . . ,ikp, —ikp,0,...,0)] P71, d’ot

U(z) = Pdiag (eixkl,e_i””kl, I O U 1) p!

En continuant les calculs de 1, pour § € R\7Z, Spc(Rg) = {el, e~}

Apreés calcul au brouillon, en notant S = (} _11) on a S € GLy(C) et : Ry = Sdiag (eie, e_ie) S

Alors on note L = diag(S, ..., S,1,_2,) diagonale par blocs (avec p occurrences de S) de sorte L € GL,,(R) et

¥ (z) = PLdiag (Rak,, - - -, Raky» L, ..., 1) L'P™! = PLdiag (Ryg, , - - - , Rayo 1, ..., 1) (PL) 7

On a deux matrices réelles semblables dans M,,(C) via la matrice PL € GL,,(C) qui est indépendante de z.

En procédant comme en 24, on peut alors construire

Rmkl

Q € GL,(R) telle que Vz € R, ¥(z) = Q

Q'

oup€Netky,... k€ Z\{0} (indépendants de x)

30 > Soit ¥ définie comme précédemment, on a

P
Vo € R, det (U(x)) = [ [ det (Ror,) x 1" =140
i=1
On a bien ¥ : R — (GL,(R), x)
De plus 0 — Ry est un morphisme de groupes de (R, +) vers (SO, (R), x).
Alors par calcul par blocs, on a Vz,y € R, U(z +y) = ¥(z) x U(y)

Ainsi selon la définition précédente : ‘\I’ est un morphisme de groupes de (R, +) dans (GL,(R), x) ‘
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