CORRIGE du SUJET
Solutions périodiques d’équations différentielles

Partie 1. Résultats généraux.

1. On a B(H) = S(H) N B(IR,IR), c’est une intersection de deux sous-espaces vectoriels de
R® = F(IR,IR), c’est donc un sous-espace vectoriel de F(IR,IR), et aussi de S(H).

2. S’il existe fo € B(E), comme (E) est une équation linéaire, on a S(E) = {fo+g; g € S(H)},
et une telle fonction fy + g est bornée si et seulement si g est elle-méme bornée, donc
B(E)=S(E) N BMR.R)={fo+g; g€B(H)} .

3. Si f € C3(R,R), alors T(f) € C*(R,R) et Vo e R (T(f))"(z) = f"(z + 2n).
Donc, si f € S(E),ona Ve e R f"(x) + b(z) f(z) = ¢(x) donc
VeeR  f'(z+2m)+b(x+27) flx +27) = c(z + 2m)
et, les fonctions b et ¢ étant 2w-périodiques,
vreR  (T()" (@) +b(x) T(f)(x) = e(x) ,
donc T'(f) € S(E).
4. La fonction h = T(f) — f est de classe C* sur IR et elle est solution de (EH) car elle est
différence de deux solutions de (F). Donc h est solution du probleme de Cauchy
(P): {(BH):y"+b(z)y=0 ; y(0)=0 ; ¢'(0)=0}.
Or ce probleme de Cauchy admet une unique solution qui est trivialement la fonction nulle,
donc h = 0, ce qui signifie que f est 2m-périodique.

Partie 2. Un exemple d’équation a coefficients constants.
5. ¢ En cherchant une solution particuliére de (E) sous la forme fy : ¢ — d cos(x), on calcule
U (x) + w? folx) = d (w? —1) cos(z),
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donc fo est solution de (E) si et seulement si d = IR
w2 —

e La solution du probléme de Cauchy
{(BH) :¢y" +b(x)y=0 ; y(0)=1 ; 3(0)=0}
est w: x> cos(wx).

e La solution du probleme de Cauchy
{(BH) " +b(x)y=0 ; y(0)=0 ; y(0)=1}
1.
est v:x+— — sin(wz).
w
6. D’apres le cours, comme u et v sont deux solutions de (FH) linéairement indépendantes, on a
S(H) = Vect(u, v) puis
S(E) = fo+S8(H)={Au+Bv+ fo; (A, B) e R’} .
Les solutions de (F) étant toutes bornées, B(E) = S(E).

7.Si f € S(E) admet T > 0 pour période, alors T est aussi une période de f” + w?f = cos,
donc T = 2k avec k € IN*.

8. La fonction f est (2kw)-périodique, donc f(2kw) = f(0), soit

fo(2km) + Au(2km) + Bv(2kw) = fo(0) + Au(0) + B wv(0),
ce qui donne la premiere équation



(cos(2kmw) — 1) A+

in(2k
sin(2knw) B0
w

La dérivée f' = f) + Au' + Bv' est aussi (2k7)-périodique, donc f'(2km) = f/(0), ce qui
donne la deuxieme équation
—w sin(2krw) A + (cos(2kTw) —1) B=0.
9. On calcule
det(M) = (cos(2kmw) — 1)2 + sin?(2knw) = 2 (1 — cos(2knw)) = 4 sin®(knw) .
On a donc
det(M) =0 < sin(krw) =0 <= kweZ
et ceci est impossible si w est irrationnel.
Donc, si w ¢ Q, le systéeme linéaire homogene de Q8. admet pour unique solution
(A, B) = (0,0), et fo est alors la seule solution périodique de (E).
10. Siw = P avec p € IN* et ¢ € IN*, le réel strictement positif T' = 2¢g7 est une période commune

aux fonctions fy, u et v donc les solutions de (F) sont toutes (2¢m)-périodiques. Je pense
qu’il n’est pas question ici d’approfondir et de savoir si c’est la plus petite période, ce qui
nous entrainerait dans des discussions hors programme PC.

Partie 3. Unicité lorsque la fonction » est négative.
11. La fonction g* est de classe C* avec (¢%) = 2g¢/, puis (¢%)"” = 2 (¢'* + g¢”), soit

veelR  (¢°)"(z) =2 (¢'(x)>+ (1 +cosz) g(x)?) >0,

donc ¢? est convexe sur IR.

12. Soit g une solution bornée de (EH). Alors g% est convexe et majorée, donc constante.
Par continuité, g est constante sur IR, posons g(x) = C. En reportant dans (EH), on
obtient C' = 0 donc g est nulle sur IR.

13. Si g1 et g sont deux solutions de (E) bornées sur R, alors la différence g — g1 est une
solution bornée de (EH), donc g2 — g1 =0 et g1 = go.

14. Si (E) posseéde une solution bornée, alors celle-ci est unique, notons-la g. D’apres Q3.,
la fonction T'(g) est aussi solution de (F) et elle est aussi bornée donc T'(g) = g, ce qui
signifie que g est 2m-périodique.

Partie 4. Existence d’une solution périodique.

1
15. On a d’abord, pour n > 2, la relation (R): a, = EE D) (ant1 + an—1), donc
an] < A 4 o( > ). En réexploitant (R), on obtient a, = O —
n| < ———, donc a,, = — |. En réexploitan , on ient a,, = — .
a o2y 1 donca o éexploita on obtient a -
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Remarque. Par récurrence, on peut montrer que a,, = O <2k) pour tout k € IN*.
n



Les séries E a, et E n?a,, sont donc absolument convergentes.

16. Posons g, (z) = a, sin(nx) pour n € IN* et x réel. Les fonctions g,, sont de classe C? sur IR
avec

VzelR VnelN* gr.(z) = na,, cos(nz) et g (x) = —n*a, sin(nz) .

Comme ||gn|| = lanl, |4l = 7 lan| et |g7]| = n?|an| (il s’agit de la “norme infinie” sur

B(IR,R) introduite en préambule), il y a convergence normale sur IR des séries de fonctions
+oo

ng Zg; et ng, ce qui permet d’affirmer que la somme g = Z gn est de classe C?

n=1

sur IR avec ¢’ = Z gr. On obtient alors

g"(z) — (1 +cosx) glx) = — Z nay, sin(nx) Z an(l 4+ cosx) sin(nz)
n=1
+oo
= —Z n? + 1)a,, sin(nz) Zan (sm (n—!—l)x)—i—sin((n—l)x))
n=1

+oo +oo
1 1
= — ;(rﬂ + 1)ay, sin(nx) — 3 7;2 ap—1 sin(nz) — 3 ; an41 8in(nx)

— < —2aq — ;a2> sin(z) — Jio ((n2 +1Da, — %(an—l + an+1)> sin(nx)

n=2
= sin(z) .

17. Pour (n,m) € (IN*)? avec n # m,
/O sn(t) sm(t) dt = /0 sin(nt) sin(mt) dt
/0 é (cos ((n —m)t) — cos ((n+ m)t)) dt

1 ([sin((n—m)t) sin((n+m)t) I 0
2 n—m n+m o )
les entiers n — m et n + m étant non nuls.
N
Soient alors 31, ---, By des réels tels que Zﬁksk = 0. Si on fixe [ € [1, N], on a alors
k=1

0=/02ﬂ<§jﬁksk<t>) Zm/ k(1) si(t) dt = m/ozwsl(t)?dt.
k=1
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Or la fonction s} est continue, positive et non partout nulle sur [0, 27r] donc / si(t)?dt > 0,
0

on déduit que 5; = 0 et ceci pour tout [ € [1, NJ.



La famille (s1,---,sn) est donc libre et, comme elle est génératrice de Py, elle en constitue
une base.

Remarque. On aura bien sir reconnu une famille orthogonale de vecteurs non nuls dans
2

I'espace préhilbertien C ([0, 27], R) muni du produit scalaire usuel (f|g) = f(t) g(t) dt.
0
18. Les calculs faits en Q16. montrent que

1
Vn € IN* L(s,) = —(n® 4+ 1)s, — 3 (Spa1+ Sn—1) -

19. La linéarité de L est immédiate.
Si p € P, alors il existe N € IN* tel que p € Py = Vect(sy, -+, sy). Par linéarité et par le
calcul fait en Q18., on en déduit que L(p) € Vect(s1,- -, SN, Sn+1) = Pny1 donc L(p) € P.
Ainsi L est un endomorphisme de I’espace vectoriel P.
On a clairement P C B(IR,IR). Donc, si p € Ker(L), alors p est une solution bornée de
léquation (EH), donc p = 0 d’aprés Q12. Donc endomorphisme L est injectif.

N
Supposons qu’il existe p € P telle que L(p) = s1. Recherchons p sous la forme p = Z BrSk
k=1
avec N € IN*, (B1,---,8n) € R tels que Bx # 0. Alors
al 1
L(p) = - Zﬂk ((k2 + 1)k + 5(5k+1 + Sk—l)) =51
k=1
Comme on sait que (s1,--,Sy+1) est une base de Py_1, en identifiant la coordonnée selon

SN+1, on obtient By = 0 ce qui est contradictoire.
On conclut que s ¢ Im(L).
20. On a bien sir P; C Pyy1 et L(Py) C Pnyi1-
Les deux sont en somme directe puisque s1 ¢ L(Py) donc
P1 N L(Pn) = Vect(s1) N L(Py) = {0} .
L’endomorphisme L étant injectif, on a dim (L(Py)) = dim(Py). Donc

dim (L(Py) ®P1) = dim (L(Pn)) + dim(P;) = dim(Py) + dim(P;)
= N+1 = dim(Pny1) -

On conclut que L(Pxn) ® P1 = Pn+1, puisqu’il y a une inclusion triviale.
21. Sic € P, il existe N € IN* tel que ¢ € Py11 = L(Py) @ P1.

11 existe alors p € Py et a € IR tels que ¢ = L(p) + asy. Considérons la fonction f = p+ag,
oll g a été introduite en Q15. Alors f est 2r-périodique, C?, et pour tout z réel,

F'(x) = (L+cosa) fz) = p'() = (1+cosa) p(a) +a (" (x) — (1 + cosz) g(x))
= Lp)@) fasi(@) = o).

Donc f est une solution de (E) 27-périodique.



Partie 5. Un théoréeme général.

22. D’apres Q2., on a B(F —{f0+g g € B(H }C’H := Vect(fo) ® B(H). La somme est
directe puisque, sic 75 0, alors fo € B(H). Ainsi, H est un sous-espace vectoriel de B(IR, R)
de dimension finie (au plus égale & 3) contenant B(E), et donc contenant A.

Comme H est de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes et A est inclus dans
la boule fermée 2 de centre 0 et de rayon My pour la restriction & H de la norme || - ||, donc
A est une partie bornée de H.

De fagon plus précise, A = B(E) N Q, ou § est une partie fermée de H, et B(E) est aussi
une partie fermée de H puisque c’en est un sous-espace affine. Cette derniére notion n’étant
pas au programme de la filiere PC, on peut écrire B(E) = 7' (B(H)) en introduisant

H — H
Uapplication T : { qui est clairement continue, et B(H) est une partie fermée

[ f=T
de H car c’en est un sous-espace vectoriel (bon, c’est classique en dimension finie). Donc
B(E) est limage réciproque d’un fermé par une application continue. Enfin, A est fermé
comme intersection de deux fermés de H.

Enfin, fy € A donc A est non vide.

H — R . JH =R ¢ lindai
fofen - s e pen - e 0T
sur l'espace vectoriel H de dimension finie, donc elles sont continues. Par opérations,
Papplication ¢ = |A|+|u| : f = |f(27) — f(0)| + | f'(2m) — f/(0)| est aussi continue sur H.
Elle admet donc un minimum sur la partie A qui est fermée bornée non vide, d’ou I'existence
de @ = min(Z) = inf(Z) et d’un élément f; € A tel que p(f1) = a.

23. Les applications A\ : {

1 n

T ZTk(fo). Comme fy € B(E), les T*(fo) sont dans B(E) d’aprées Q83.,
n

k=0
donc g, est bornée et de classe C2 sur IR et, chaque fonction f, = T%(fy) étant solution de
(E), il est immédiat de vérifier que g, est solution de (E). Pour formaliser un peu, mais
c’est hors programme PC, 'ensemble S(E) des solutions de (E) est un sous-espace affine
de C* (IR, R), c’en est donc une partie conveze donc stable par barycentration a coefficients

positifs.
7 DT @] < o >l = ol = o

24. Soit g, =

gn(x)’ <
donc ||gn|| < My et finalement g, € A.
Enfin, comme (Tk(fo))/ =Tk (f{) pour tout k,

¢lgn) = \gn 21) — gn(0)] + |g7,(2m) — 9,(0)]
_ ZT (fo)(2m) ZTk WO+ g [T en - o)
k=0 k=0 k=0
- Z( 2(k + 1)) — fo(QkW))‘—i—THl_l (fé(?(k—l—l)w)—fé(%w))‘
k=0 k=0




1 1
= — [pEm+ 07 - KO+ —7 |0+ D7) - £0)
2
< — (My+ M) .
< n—l—l( o+ M)
. 2 (My+ M
Donc o = ]J[}gtl@(f) < ¢(gn) < %~
25. On a montré que Vn € IN 0§0¢§2(M07_:_1]\41).DOHC0420.
n

Comme il existe f1 € A tel que ¢(f1) = a =0, il existe donc f; € A (donc f; € S(F)) tel

) o~ f1(2m) = f1(0)
que |f1(27r) _fl(o)’ + |f1(27T) _f1(0)| - 0’ donc {f{(27‘l’) — f{(O)

D’apres Q4., fi est une solution 27-périodique de (F).



