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Solutions périodiques d’équations différentielles

Partie 1 : Résultats généraux.

(1) On a B(H) = B(R,R) NS(H) donc B(H) est un sous-espace vectoriel de F(R,R) comme
intersection de deux sous-espaces vectoriels de F (R, R).
Etant inclus dans S(H), | B(H) est donc un sous-espace vectoriel de S(H) ‘

(2) Soit f € B(E). 1l existe g € S(H) tel que f = g+ fo. Alors g = f — fo est bornée comme
différence de deux fonctions bornées donc g € B(H).
Réciproquement, si f = g+ fo avec g € B(H), alors f est bornée et solution de (F). On
a bien montré que

(B(E)={g+ fo| g€ B(H)}|

(3) On observe que T(f) est de classe C2 comme composée. Puis, f étant solution de (E) et
b et ¢ étant 2w-périodiques, on a pour tout = € R,
(T()" (@) +b(@)T(f)(@) = f'(z+2m)+b(x)f(z+27)
= f"(z+27) + b(z + 27) f(z + 27)
= c(x+ 2m)
= C(:L‘),

donc ’T(f) est solution de (E) ‘
(4) Considérons h = T(f) — f. La fonction h est solution du probléme de Cauchy

h" + b(z)h = 0,h(0) = f(2r) — £(0) = 0 et K'(0) = f'(27) — f'(0) = 0.

D’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire pour les EDL2, la fonction nulle est
I'unique solution de

y" +by =0,
y(0) =0,
y (0) =0.

On en déduit que h = 0, et donc que T'(f) = f et donc que ’f est 2m-périodique|.

Partie 2 : Un exemple d’équation a coefficients constants.

(5) En reportant dans I’équation, on vérifie de suite que

x = folz) = wzl_ 1 cos(z)

est solution de (F). Et de méme, on a

Vo € R, u(z) = cos(wz) et v(z) = %sin(wx) .




(6) La famille (u,v) est une base de S(H) et ces deux fonctions, de méme que fj, sont bornées.
D’apres (2), on en déduit que

S(E) = B(E) = {Au+ Bv + fo, (A, B) € R*}|

(7) Soit T la période de f. La fonction f” est aussi T-périodique donc
cos = "+ wif

est aussi T périodique.

L’ensemble des périodes de cos étant 27Z, on en déduit qu’
(8) Soient A, B € R telles que

il existe k € N* tel que T = 2k |

Ve eR, f(z) = cos(z) + Acos(wzx) + gsin(wx) =0.

w?—1
La relation f(0) = f(2km) donne

A = Acos(2krw) + B sin(2kmw)
w

et donc

sin(2knw)

(cos(2kmw) — 1) A + B=0|

La relation f'(0) = f'(2kn) donne de méme

—wsin(2krw)A + (cos(2krw) —1)B =0|

(9) Le déterminant D demandé est égal a

D = (cos(2kmw) — 1)2 + sin?(2knw) = 2 — 2 cos(2kmw) |.

Siw ¢ Q, alors cos(2knw) # 1. On a donc D # 0, ce qui montre que A = B = 0 et donc
que f = fo.
On a bien montré que ’si w ¢ Q, alors I'unique solution périodique de (E) est fo ‘

(10) Supposons que w = p/q. Alors toute solution de (E) est de la forme

x cos(z) + Acos(px/q) + B sin(pz/q).
w

w? —1

’Toutes ces fonctions sont 2gm-périodiques ‘

Partie 3 : Unicité lorsque la fonction b est négative.
(11) La fonction ¢? est de classe C? et
Vo € R, ()" (2) = 2(¢')* () + 29(x)g" () = 2(¢')*(x) + 2¢°(2)(1 + cos(x)) > 0,

ce qui montre que | g2 est convexe |.

(12) Soit g une solution bornée de (EH). Alors g* est majorée sur R et convexe. D’apreés le
résultat admis, g° est donc constante. On a en particulier

Vo € R, (¢')?(x) + ¢*(z)(1 + cos(z)) = 0,
ce qui impose que (g’)2 = 0 et donc que g est constante égale & un certain a. On a alors
Vr € R, (1+ cos(x))a =0,

et donc o = 0.
On a bien montré que ’1a seule solution bornée de (EH) est la fonction nulle |




1l est un peu ridicule de faire admettre le résultat utilisé. Rappelons en la démonstration.
Soit ¢ une fonction convexe de classe C! sur R, majorée sur R. Supposons par I’absurde
qu’il existe a € R tel que ¢'(a) # 0. On a pour tout x € R,

p(z) = pla) + ¢'(a)(x — a).

On obtient la contradiction en faisant tendre x vers +oo si ¢/'(a) > 0 et vers —oo si
¢'(a) < 0.
Ainsi, ¢’ = 0 et ¢ est donc constante.

(13) Si f1 et fo sont deux solutions bornées de (E), alors fi; — fo est une solution bornée de
(EH) donc est nulle d’aprés (12) et on a donc fi = fo.

L’équation ’ (E) possede donc au plus une solution bornée ‘

(14) Soit f une solution bornée de (E). Alors, avec les notations de (2), T(f) est aussi une

solution bornée de (FE), donc T'(f) = f, ce qui signifie que ’f est 2m-périodique ‘

Partie 4 : Existence d’une solution périodique.

(15) On a

1
2(n+1)2

..M M
~2(n+1)2  (n+1)%

\V/TLZQ, 0< ‘an‘ = ‘_ (anfl“‘anJrl)

Par domination par une série de Riemann convergente, la série

g arn est absolument convergente donc convergente|.

De 14, la série Z:(n2 + 1)|ay,| est elle aussi convergente. Comme
(n® +1an| ~ n2ay >0,
n—+o0o

la série

E n2a, est absolument convergente donc convergente |.

(16) Posons
Up @ X Up(x) = ap sin(nx).
Chaque u,, est de classe C? et
Vz € R, ul(z) = ncos(nz) et ul'(z) = —n?sin(nzx).
On a donc
Vz € R, sup |un| < |an|, sup |u),| < nla,| et sup [u?]| < n?|a,|.

R R R

La question (15) implique que Zun, Zu’n et Zuﬁ convergent normalement donc

uniformément sur R (la convergence simple suffit pour les deux premiéres) et le théoréme
de C?-derivation des séries de fonctions implique que g est de classe C2 sur R et que

+o00
g (z) = — Z n?a, sin(nzx).
n=1



+oo
Z —(n? + 1)ay, sin(nzx)
n=1
1R
—2ay sin(zx) + 5 Z(anﬂ sin(nz) + an—1 sin(nx))
—2a4 sin(x Zansm ((n—1)z Zansm ((n+1)x)
1 1%
—2a; sin(x) + 5 ((a1sin(2x) + agsin(3z)) + 5 Z an(sin((n — 1)x) + sin((n + 1)z)
&
. 1 : . 1 .
—2ay sin(x) + 3 ((a1 sin(2zx) + ag sin(3z)) + 5 Z ap X 2sin(nx) cos(x)
n=3

—2ay sin(x) + % (a1 sin(2z) + ag sin(3x)) + cos(z) (9(x) — a1 sin(x) — ag sin(2x))
x)g(x) — 2ay sin(z) + = agsin(3z) — ag cos(x) sin(2x)

cos(z)g(x) — 2ay sin(x) + = az(sin(3x) — 2sin(2x) cos(x))

cos(z)g(x (4@1 + as) sin(x)

cos(z)g(x +sm( ).

(z)g(z)
(z)g(z) —

cos(z)g(x) — 2a1 sin(x) — 5 azsin(z)
(x)g(z) —
(z)

On a bien montré que

Vz € R, ¢"(z) — (1 + cos(z))g(z) = sin(z) |.

(17) Il suffit de montrer que la famille (si,...,sy) est libre. Or, un calcul facile montre que
pour tout n # m,

27
/ SnSm = 0.
0

N

De 14, soit ag, ..., an vérifiant E a;s; = 0. Pour j fixé, on a

=1

N
E ;885 = 0.
=1

En intégrant cette égalité entre 0 et 2, il reste

2T
2 _
ozj/ sj—O
0

et donc a; = 0, ce qui conclut. On a montré que ’ (s1,...,8N) est une base de Py ‘
(18) Omn a pour tout = € R,

L(sp)(z) = —n’s,

et donc

(x)—sp(x)—cos(z) sin(nz) = —n2sn(a:)—sn(:z)—% (sin((n + 1)x) +sin((n — 1)z))

1
L(sp) = —(n®+1)s, — 5(an + Sn—1) |




(19)

Soit p € P tel que L(p) = 0. Alors p est bornée comme combinaison linéaire de fonctions
bornées et vérifie

Vo € R, p"(z) — (1 + cos(z))p(x) = 0.
D’aprés (12), p = 0. On a montré que Ker(L) = {0} et donc que | L est injectif |.
Supposons par 'absurde qu’il existe p € P tel que L(p) = sin(z). Or, d’aprés (13),
I’équation
y" — (1 + cos(z))y = sinx

posséde au plus une solution bornée. Une telle solution est la fonction g construite en
(16). On en déduit que p = g. Comme g ¢ P, on obtient une contradiction. Finalement,

By

D’apres (18), on a
L|PN Py — PN+1-
Comme L est injectif, L(Py) est un sous-espace vectoriel de Pyy1 de dimension N et

s1 ¢ L(Pn). La somme L(Pyn) + Vect(s1) est donc directe et de dimension égale a
dim Py 1. On a donc

’PNH = L(Pn) ® Vect(s1) = L(Pn) ® P1 ‘

Soit ¢ € P. 1l existe N tel que ¢ € Pyy1. D’aprés (20), il existe p € Py et a € R tels que
c=L(p)+as; =p" — (1 +cos)p+ a(g” — (1 + cos)g).

La fonction

’y = p + ag est solution de (E) et est 2w — périodique ‘

Partie 5 : Un théoréme général.

(22)

Si f e A, alors f — fo € B(H) donc f € Vect(fy) + B(H). On a donc

| A CH = Vect(fo) + B(H) et dimH < 3|

Par définition, la partie A contient fy et est égale & la boule fermée de H de centre 0 et
de rayon My : ’A est donc bien une partie non vide, fermée et bornée de H |.

Comme H est de dimension finie, les formes linéaires

frfla)et fr f'(a)

sont continues sur H. On en déduit que la fonction

f 1f@2m) = fO)] + | (2m) = £/(0)]

est continue sur ‘H donc sur A par composition et somme. Comme A est fermée, bornée
et non vide, le théoréme des bornes atteintes implique que cette fonction restreinte & A
est bornée et atteint ses bornes. Il existe donc f1 € A tel que

[f1(27) = f1(O)] + [ f1(2m) = f{(O)] = inf (|f(27) = f(0)| + |f'(2m) — f/(0)])

feA

= min (|f(27) — f(0)| + |f'(2m) — £/(0)]) -

feA




(24) Comme c et b sont périodiques, (3) implique que toutes les fonctions x — fo(z+ 2k7) sont
solutions de (E). On en déduit de suite par principe de superposition que g, est aussi
solution de (E).

Par inégalité triangulaire, ||gy| < Mp. Ainsi, g, € A pour tout n. De la,

a < gn(2m) = gn(0)] + |gn(27) — g,,(0)|

= ! Z fo(2m + 2km) — fo(2km)
k=0

Z fo@m + 2km) — f{(2km)

k=0
(fo(2m + 2nm) = fo(0)] + [ fo(2m + 2n7) — f5(0)])

n+1 +

1

N
—t | =

< — £ (1fo(27 + 2n7)| + [ fo(0)] + | fo(2m + 2nm)| + | fo(0)1)
< n+1(2M0+2M1)
= | Mg+ M) |

(25) Pour tout n,
2
0<a< —— (My+ M).
=9=7q +1 (Mo + M)
En passant a la limite, on en déduit que @ = 0. De 14,
|f1(2m) — f1(0)] + | fi(27) — f1(0)] = O
donc
fi(2m) = f1(0) et fi(2m) = f1(0).

Par (4), on en déduit que f; est 2m-périodique et donc que’ (E) posséde une solution périodique |.




