CCMP PSI — Maths 2 — Un corrigé

Merci de me signaler les erreurs a : sergelaurent(@sergial.org

Partie I

1 Nk ei(k—l)e n eike i L, Ak
1 — On part de L(eet) dt= p , donc ;7269 Z(eet) dr.

0 k=1

Or pour €[0,1],

eiet‘:t<1 donc €%t #1, et pour t=1: e*t=¢" #1( car O ¢2nZ). Dans

i0 r oo
tous les cas €7 # 1 et par somme géométrique on a donc :

Zn:ijzjleie—l_(ei.et)n dr

0
yo . 1—e"t

= " 1-¢"% o 1—e"t

1
t?‘l
< T dt
. ‘l —e' t‘

Par non-nullité du dénominateur (cf Q1), la fonction # —

0 k0 b (eiet) Lo
2—-Onpose S, 227 et R =—J ¢’ —2—dt, de sorte que S, =j ot dt+R .Or:
0

R}'l

7 est continue sur le segment
‘1 —c' t‘
[0,1] et a ce titre est bornée par une constante M sur ce segment. Donc :

M

[R,|< M| 1"t =0
0 n+1 n—+0

1 i0
Dela lim R =0 et lim S, :J © ——dz. En d’autres termes :

n—>+o0 n—>+00 0 1—e"™t
eik6 oo 1kO 1 eie
Pour 0 € R\27Z , la série numérique 2— converge et Z— = ot dr
k>l k=1 ol—et

3 — On déduit du résultat ci-dessus, en prenant les parties imaginaires :

in (k0 & sin (kO bl
Pour 0 € R\27Z, la série numérique zw converge et Z% = Im[J le—ietdtj
k=l k=1 ol—¢

On calcule la partie imaginaire en question :
o0 el (1 _ e—iet) o0y

0,

it (1-reos(0) + (ssin(0))

. 1 .
De li - Z:smgcke) =J sin(0) ar
0

1+1% =2tcos(0)




On regarde alors la fonction u, suggérée par I’énoncé. Pour te]O,n[, (9)‘<1 et

l—tcos(e) ne s’annule pas pour € [0,1]. Comme arctan est en outre dérivable sur R, la

fonction u, estde classe C' sur [0,1] de dérivée donnée par :

(1) = sin(e)(l—tcos(E))+tcos(6)sin(€)))>< 1 _ sin(0)
’ (l—tcos(G))2 1"‘(1;5:;(5?29) )2 (l—tcos(O))2 +(t sin(@))2
On a montré : i@: J.Olue'(t)dt et par suite : iw = j;ue'(t)dt et sachant u, de
k=1 k=1

classe C' : §w=ue(l)—ue(0)=arctan( in(0) ] Or sin (0) _25“1( Jeos($)

e 1-cos(0) 1-cos(6) 2sin’(9)

+0 o1 ke
Comme 96 0,E on peut écrire : Zw:arctan L .On a tan(9j>0 et on
2 2 k tan(3) 2

sin (k6

+0
et Y
k=1

k=1

& sin (kO
rappelle que pour x>0 : arctan(L)= g —arctan(x). Ainsi Z% = g— arctan (tan($)) et
k=1
+0 a1 ke _
finalement, sachant 9 € }O,E{ : z sm( ) _I 0 )
2 21 |k 2
i} cos(nt)
4—Onposepour neN et teR : f (t)=—-—.
n
e Les fonctions f, sont toutes continues sur R.
e La majoration, pour neN" et teR : ‘ £ (t ‘ iz et la convergence de la série ZLZ
n PSRL

montrent la convergence normale (donc uniforme) de la série de fonctions z I -

n>1

On en déduit : ‘La fonction S est définie et continue sur R‘.

5 — On cherche a dériver terme a terme la série qui définit S. On garde les notations de la
question 4.

e Pourtout neN", f e Cl([O,n[,R).

e On a vu la convergence simple de ' £, sur R et a fortiori sur [0,n] .

n=1
. sin(n0) , .
® Pour neN"et 0 e[0,n] ona f,'(6)=————= et on a déja vu la convergence simple a la
n

question 3 de )_ f," sur |0, 7| . Avec la question 2, on a en outre pour 6 € |0, :

n>1
J (") < Ji
1-¢e"t O‘l—e' t‘

On se donne alors a et b tels que 0 <a <b <7 et on définit I’application ¢ :

> fk'(e)‘ -

k=n+1

2



[a,b]x[O,l] —R

Q:
(O,t)Hm

Le dénominateur ne pouvant s’annuler (déja vu), ¢ est continue sur [a,5]x[0,1] qui est fermé

et borné dans ’espace de dimension finie R*. A ce titre, ¢ est bornée sur [a,b]x[0,1] par

une constante M et ainsi pour 6 €[a,b] : io £:(0)|< Mj;t”dt = £1 -
k=n+1 n+

On vient de montrer que la série de fonctions z f, ' converge normalement sur tout segment

nxl
de 0,7 .
Il ressort de tous ces points que S est de classe C' sur ]O,n[ et
veE]O,R[QS'(O):_i":sm(ne):6—71
n=1 n

2
que VO e ]O, n[,S (6) :%—%9+C. Par continuité de S, cette relation est encore valide en

et par primitivation il existe une constante C telle

0=0 et en évaluant en 0 on obtient C =5(0). On peut conclure :

0° =0
v e[0,n[,5(0)=——-—+5(0)
4 2
. . cos(nt
6 — On pose cette fois, pour neN" et teR : g”(t):#()z.
’ n (n +Xx )
e Pour neN" le dénominateur est non nul et les fonctions g, . sont de classe C* sur R.
e Pour neN" et teR (t)‘ S < L donc la série de fonctions Z
> |8 - 2( 2 2\ T 40 Enx
n (n”+x ) n >l
converge simplement (et méme normalement) sur R.
) . —sin(nt i 1 1
e Toujours pour neN" et teR : g”'(t):% puis g”(t)‘:ﬁST et la
| n(n +Xx ) | n(n +Xx ) n
série Z g,. converge simplement sur R.
n>1
. . —cos|(nt . 1 . .
e Sous les mémes conditions : g, ."() = # puis |g, "(t)‘ <— et la série de fonctions
' n +x ' n

Z g,." converge normalement sur R.

n>l1
On déduit de ces quatre points :

) < cos|( nt
g, est définie et de classe C* sur Ret VieR, g, "(1)= —Z%
= n +x

Dela, pour e R :

gx"(t)—ngx(t)——i( L, x z}cos(m)_i&g’“)_-s@)

2 2
~\'n’+x nz(nz—i-x) ~ n



Donc|VieR,g "(1)-x’g,(1)=-S(1)|

7—On pose pour ¢ réel : P(t)=at’+bt+c.Onaalors :
P"(t) —sz(t) =—ax’t’ —bx’t + (2a _sz)

2

ax” =+
Par identification, P est solution de (E, ) équivauta < bx* = —% , ¢’est-a-dire pour x non
2a—cx’ = —S(O)
1 S(0
nul: |a=—cetb=- nz ete=—r+ (2) .
4x 2x 2x X

t

Tt ( : +S(O)] est solution de (E,) sur R|

P définie par P(¢)= - +
P (1) 4x* 2% 2t X
s . e : , & sin(nt)
8 — Avec les dérivations termes & termes établies a la question 6 : g '(7) = _zﬁ etde
w n(n” +x

la:|g.'(0)=g '(n)=0|

L’¢équation (E ) est une équation différentielle linéaire d’ordre 2, a coefficients constants

d’équation caractéristique 7°—x* =0 dont g_ et P sont solutions. Pour x non nul, I’équation

caractéristique a deux solutions distinctes » = x et par suite il existe donc 4, B € R tels que :
VieR,g (t)=Ae" +Be™ + P(1)

Dela VieR,g '(t)= Axe™ — Bxe™ + P'(t) puis :

g."(0)=Ax* + Bx* + P"(0) = Ax* + Bx’ A

2x*

T
-~ Ax—Br——-=0
Les conditions g '(0)=g,'(7)=0 amenent donc 2x

Axe™ — Bxe ™ + P'(1) =0

On vérifie que P'(n)=0 et ¢™L —L, donne alors Bx(—e""+e""‘)—m2 =0 tandis que

2x
e "L —L, fournit Ax(e"‘" - e"")— nze — =0, puis en ajoutant ces deux résultats :
x
T
x(A+B)|le ™ —e™ )——(e " +e™ ) =0
( )( ) 2)62( )
. Hte™ 1 .
Jen déduis : x*(A+B) = T C T etavec g."(0)=Ax’ + Bx* +— on obtient :
2x e " —e™ 2x
e "+e™ 1 n o 1+e?™ 1
"(0)= L x b =——x +—|.
R T R o e
. &eos(nt) .y
9—En partant de g, "(f)=-) ——— I’égalité ci-dessus s’écrit :
= n’+x



T l+e”™ 1 82X 1+e7™ e
—Z =——x +F’ puis ) ——— =nx _2m—1=nx(1+21_e_2m -1,

~n? + X Cox l—e™ ~n® +x 1-
27TX +00
donc : 2TDC —=1- nx+z et enfin : |—— +Z .
nln +x C - nln +.X
Partie 2

N
10 — On rappelle ici que pour g#1 on a: Lzquﬁt . Pour |x|<1 et neN" ona

2
X

1 X 1 1 L&l Y (-%)
Zle—<1 —Z %1 et: = =— —-— | +—=%—|.Donc:
<n< donc " #1 et 2 n2(1+i) nz(kz(;( nz] + 1+% ] onc

n

(_1)N+1 2N+

@éf+mﬁnmmRMuk(

2N+2 2N+2
[x [

<
2N+2
(x2+n2)n2N+2 p2h+

xz +n2)n21v+2

De la pour n>1: ‘RN,n (x)‘z et comme 2N+2>1ona:

+oo 5o |5 2N+2 .
SR (o) <3 =l e ove2)

. 1 :
11 — On pose pour neN" et x>1 : fn(x) =—. Les f, sont continues sur [2,+OO[ et pour
n

ce qui prouve la convergence normale sur [2 +oo[ de la série Z f, . En

n>1

x22: ‘f

J<os
n

outre lim f(x)=1 etpour n>2 ona lim f,(x)=0.

X—>+0 X—>+00

Il ressort de tous ces points que | lim (x) =

X—>+00

a déja été établie a la partie I, et avec la

xﬂ—ifﬁzﬁj+§&m

La convergence de la série numérique z —
X +n

2 k
question 10 : Z‘x e —Z‘(n kz(;( 2) +R

k=0| n=l 1 n=l

) k
. x .
Les séries Z(——J sont bien convergentes, de sommes (—l)k x*¢(2k +2), tout comme la

n=1

derniére série (voir question 10) L’écriture est bien licite eton a :
= Z ) x*C(2k+2)+ ZR

Or la majoration de la question 10 et I’égalité hm C( ) =1 permettent d’écrire, pour |x| <1:

2 Ry (x
n=1

+00

2=

nlx +n

Z\R x)| <™ ¢ (2N +2) —50

+00




Donc lim ZR

0 1
=0 puis lim x*C(2k+2) = :
N—+o0 p z ( ) ; xz + I’l2
J’en déduis Z = z k x**2¢(2k +2), puis en décalant les indices :
Sx+nt I

+00

_ k+1 Zk
S

k=1

12 — Soit x € ]—2n,2n[. On pose ¢ === de sorte que x =2mnt et |t| <1.Onaalors pour x#0 :

h(x) _ 2mt

eZTEt _ 1

—1 nt+z

On utilise alors la question 9 : h . Comme |t| <1 on a avec la question

I1: h =l-nt+ 22 k“ *k" (résultat encore vrai pour x =0), puis en revenant a x :

Vx e |-2m,2n[,h(x _1—_+Z "“ G 2k) 2k

22k 1,2k PYTERETR

On vient de voir que 4 est développable en série enticre, et son développement est par ailleurs
Vx e ]—2n,2n[,h(x) =

Z—'x . Par unicité on peut identifier et on obtient :
n=0 1:

by=1,b =—%,szL(@hqzoet@k:( )mwzk)5x2k)j

2k-1_2k
27

13 On a dwune part Vxel|-2n2nx[,h(x)= 3 —x et dautre part
n=0 n.
X +00 n—1 +00 n
Vx eR’, ¢ -1 z o z

= , relation encore valide en 0 en prolongeant par continuité
= nl =(n+1)!

le membre de gauche. Par produit de Cauchy de séries entiéres on a donc sur ] 27 27:[
+00 n b

n __ _ K o e,y , ;e o
ZCHx =1 avec ¢, = ) —————— . Par unicité du développement en série entiére on a pour
o k=0k!(n—k+1)!

n>1: Zn: b

Sk (n—k+1)!

14 — On obtient pour n=2 : &+%+bz 0 et donc l—ler— 0 et|b, :%.

On regarde maintenant pour n =4 : b—+ b, b ﬁzO,don L—LJr 1 b =0 puis
120 24 12 24 120 48 72 24

l—lJr 1 +b, =0 et finalement |b, :—L.

5 23 30




2k1 2k
T

En utilisant la relation b, =(~1)"" (2k)! 5(2k) on obtient pour n=1: %: 2£ et on

n’ . 1 C(4) o
retrouve |C(2)=—/| On prend maintenant n=2 : =-24=—=Z 4)=—1|
c(2)="¢| Onp "0 e =g
Partie 3
15 — On sait que H(ak,o +a, ) = z a,d,,-a,, .Pouraq ,=1eta =x onaenne

k=1 (i sy e )4 0,1}
,

gardant que les indices (k,i) ou i=1 : [J(1+x,)=1+ > J]x puis en partitionnant

k=1 Ic{l,Z,...,r} iel
10
suivant le cardinal de / : H 1+xk —1+Z z Hx —1+z Z X .
m= lIC{lZ ..... r IEI m=1\_1<j <+ <i, <r

Card( ) m

vr e N,V (x,...,x )eR’lL[ (1+x,) _1+Z( > X }

m=1\_1<jj<---<i, <r

16 — On procede par dissociation des cas :
ePour xed :1,(x)=1et 1Z(x)=0, donc lg(x)zl—lA(x).

e Sinon, xe 4 et 1,(x)=0, 1,(x)=1 etonaanouveau 1. (x)=1-1,(x).
Dans tous les cas lz(x)zl—lA(x) etdonc|l- =1-1,

De la méme maniére :

e Si xeﬂA alors pour chaque i: x€ 4, d’ou 1, x)=1et Hl | DY, (x).

i=1

e Sinon, il existe 7, tel que x¢ 4, et 1, (x)=0 d’ou Hl Lo (%)

On a prouve¢ : Hl | PN

17 — Avec I’indication :

P[0 =800 )= (1) =121, )=1-2(TTn J=1-£{TT0-10)

i=1
On utilise alors la formule du 15 (valide pour des réels, et a fortiori pour des fonctions réelles) :

(UA]—I E(H(l 1 )j:l—E[Hi > (—1)’"14_1---14_”1]

m=11<i<--<i, <r

zé(_l)w > (1,1, )= SIS E(1, )

16 <+ +<i, <1 m=1 16 <0 ++<i <

Et on obtient : P[UAI.) = Zr:(—l)m+1 Z P(Al_l m...mAl.m) )
i=1 m=1

1<iy < ++<i,, <1

Cette formule porte le nom de formule du crible.

7



18 —Ona:

m:{me[[l,n]],ﬂj e[[l,r]],pf |m} :{me[[l,n]],ﬂje[[l,r]],me A, (pf)} :UAn(pf)

On en déduit {g, (k)=1-P, (O A, ( Pt )j . Avec la formule du crible :

i=1

g, ()=1+3 ()" 3 P(4,(pf) 04 (p))

m=1 1<iy <+ <y, <r

Les p, étant deux a deux premiers entre eux, il en est de méme pour les pl.k et on a donc

I’équivalence, pour x €[[1,n] : (pl’l‘ |x etp)|x et - etp! |x) < pipt---pl|x. Autrement dit :

An(Pff)ﬁ"'ﬁAn(P:,)ZAn(p,-/l‘p,-';---pl.';) et par la suite :

@ (=13 3 R4 (plpln))

1<iy <+ -<iy, <r

19 — Notons tout d’abord qui si x & [[1,1], alors les multiples de x entre 1 et n sont les kx tels

que 1<k< g .11y en a donc {gJ et card(An (x)) = {gJ d’ou P, (An (x)) = %{

EJ . La formule
X

ci-dessus s’écrit alors :
1< m n 1< n
k)=1+— -1 _ |=14+= op )| ——
a,(k) =1+ 3(-) z{ppp‘ 2 2 ulp pl,,,){p;pg_,,pii‘

Regardons maintenant 1’autre membre :

1 n
P d=1, —u(d)| —|=1.
o Pour =1, 1u(a) 2|

n 1 n
e Pour d >n, [?J:O et —u(d){?Jzo.

n

e Pour d >2, ayant un facteur carré : lu(d){%J =0.
n

® Pour 2<d<n, sans facteur carré, d s’¢crit d=p,..p, avec 1<i<---<i <r et
1 n 1 n

—wd)| = |=—wulp, -0 )= |-

I’ZM( )\\ko n“(pll plm)\\ko

< n . L TR
Donc la somme E —u(d ){?J est finie (et la série est donc convergente) et peut étre limitée
a=1 N

a 1<d <n avec d sans facteur carré : ilu(d)[%J=l+ Zn: lu(d){ikJ
d=1 1 d d=2 n d

d sans facteur carré

Or les entiers d e[[Z,n]] sans facteur carré sont exactement les entiers d = p,..p, avec

1<m<r, 1<j <---<i, <r etvérifiant p,..p, <n.Comme il a été vu que lg(d)[%JzO
" n

lorsque d > n, on peut ignorer cette dernicre close et écrire :



|

S h0)| 2|10 5 wloen ) ]

R m=1 1<, <---<i,, <r b P,

En reliant les deux calculs, on a bien : |¢, (k) = ilp(d)[iJ :

d=1 1

400

£, (¢)de.

20 — Il est clair qu’avec la fonction de I’énoncé : ¢, (k) = L

e Les f, sont continues par morceaux sur [1,+oo] .

ePour deN", te[d,d+][,ona fn(t):lp(d){%J Or I’encadrement %—1<{iJ <
n

' | d*
n n L n(d) :
montre que prrl ey etdela: lir+n £, (t) = Pk Donc ( f”)n21 converge simplement sur

[1,+00[ vers la fonction en escaliers (et donc continue par morceaux) f définie sur chaque

[d;d +1[ par f(1)= “cgf) .
® Reste la domination : pour neN", t e [1, +00[ etd= |_tJ :
f, (t)‘ = l‘ u(d )‘ {%J < % (majoration indépendante de )
n

On définit la fonction g en escaliers sur [l,+oo[ par Vd e N*,Vt e [d,d +1[,g(t) = % On a

alors (intégrale d’une fonction positive) : .[Omg(t)dt = ZL = Q(k) <oo (car k=>2). Donc g

k
d=1

est intégrable sur [l,+oo[ .

u(d)
a |

Avec le théoréme de convergence dominée : | lim g, (k) = J-:w f(t)dr= i
d=1

n—>+0

Partie 4

21 — Par définition méme de F, ona F, < E,. De plus, si (i,/)€E, alors 1<i,j<n donc
1<ij<n’ et (i,j)anz.Ainsi F,cE CF,|

q (d.q)eEy d=1 q=1

ul 1 4l 1 1 1 1 Y1 Y1 2
o5, <3yl Sy Loyl 3 e 3 L3]S s

Ainsi la suite croissante

—

Sy ) , (car sommes partielles d’une série a termes positifs) est majorée

et ainsi : [la suite (S,), converge|




Onaalors: S, = ZZ‘M ‘ z ‘Md ‘etonposeT— z ‘M ‘etonaparposmwte

m=1 dm (d.q)eF, (d.q)eE,
avec I’inclusion ensembliste ci-dessus : §, <7, < ,. Comme (Sn) converge et en appelant /

sa limité, on a par suite extraite lim S , =/ et avec le lemme de la maréchaussée :

n—>+0

Iim7 =/=1m S,

n_n M(d)‘ n M(d)‘ [ ] j +o0 H(d)‘
orr =SS 1 R
T n o dsqs (d:l d* ;qs n—>+0 ; d° C_,(S)

Finalement :

xS

N=1d|N d=1

22 — Toujours en recyclant les calculs précédents :

m=1 d‘m

Z”V—Z uvy;|=

(i.j)eEy (i,j)eFy

Z uy;

(i,/)eEN\F,

< Z ‘uivj‘

(iaj)EEN \El

Ainsi par positivité des v; et sachant F, C E, :

S £xen

i=1 i=1 m=l1 d‘m

< 2 b= 2 fuly,

(i.))eEy (i./)eFy

Or z |ul.|vj— Z |ui|v =Ty —-Sy——==>—>0,donc lim (iui][i\qj—i u,v,|=0 et
(i.j)eEy (i.j)eFy Noteo i=1 i=1 m=1 d|m
[iul)[ivj ZZud , ¢’est-a-dire : (i—“(sl)j(iljzizu(f) ls :izu(cj)
i=1 i=1 m=l1 d‘m = 1 i=l 1 m=l1 d‘m d (%) m=1 d‘m m
On a donc laborieusement montré : (i&](ilj = i%Zp(d )|
= 1 i=1 1 m=1 M d‘m

23 — Le résultat étant immédiat pour m =1, on suppose désormais m>2. On considere la
décomposition de m en facteurs premiers: m=g,"---q," avec a,,...,0, €N, g,....qy
premiers et deux a deux distincts. En ne gardant que les diviseurs de m sans facteur carré :

;M(d)zu(l)+i£ z M( . )J 1+Z card{ iy,.ri ) €[, N]] g < <ik}

k=1 \_I<i<-<i, <N

3 e =3 et -y

Donc pour m>2 : > pu(d)=0|

m=1 M

24 — Ainsi z [z 1) J =1 et I’égalité de Q22 devient (iMJC(S) =1 et finalement :

d|m i=1 1

10



25 — Il résulte de I’égalité ci-dessus et de Q20 que :|lim g, (k)= ﬁ

n—>+0

Avec les résultats de la partie 3, on a montré [’approximation : pour n ‘grand’, la probabilité

pour qu’'un nombre entre 1 et n soit sans facteur a la puissance k est approximativement . (k)

Avec les valeurs obtenues  la question 14 : | lim ¢, (2) = % et lim g, (4)= 2 .
T

n—>+o0 T n—>+0

11



