Corrigé de I’épreuve Mathématiques, Mines-Ponts 11, 2026, filiére PSI.
Version provisoire du 01/05/2026

Laurent Bonavero - Lycée Champollion (Grenoble)

Avertissements : ceci n'est pas LE corrigé mais UN corrigé.
Il y a dans tous mes corrigés des erreurs potentielles ou des choses qui me sembleront pas claires...me
contacter le cas échéant !

Probabilité qu’un entier choisi au hasard et uniformément dans [1;n] soit sans facteur a la puissance k
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Partie 1 : Calcul de 1 —
artie alcu e asomme;n2+x2

(1) On a, par linéarité de l'intégrale et somme des termes d’une suite géométrique :
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(2) De la,

Comme 6 ¢ 277, la fonction continue ¢ +— 1 — te?’ ne s’annule pas sur le segment [0, 1]. D’aprés le
théoréme des bornes atteintes, il existe donc un réel m > 0 tel que

vt €[0,1], |1 —te| > m.
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converge et que
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On a alors
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On en déduit que
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ce qui signifie que la série

(3) Comme une série de nombres complexes converge si et seulement la série des parties réelles et la série
sin(k0)

des parties imaginaires convergent, on en déduit en prenant la partie imaginaire que E 3
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converge et que




et donc

e'? sin(6)
Im — | = .
1 — te 1+ 12 — 2t cos(f)

Suivons alors 'indication : la fonction

t — ug(t) = arctan (

tsin(6) ) |

Comme 0 €]0, 7], cette fonction est de classe C*° sur [0, 1] et pour tout ¢ € [0, 1],
(1) = sin(0)(1 — t cos(0)) + tsin(0) cos(0) 1 _ sin(6) '
(1 — tcos(h))2 1+ t? sin?(6) 1+ t2 — 2t cos(6)

(1 —tcos(6))?

Finalement, il vient

X sin(k0) B _ sin(6)
2 = ug(1) — ug(0) = arctan (1_(:()5((9)) .
Or,
sin(f)  2sin(0/2) cos(0/2) 1
1—cos(f) 25in’(6/2) ~ tan(6/2)

En utilisant la formule classique
Vo > 0, arctan(z) + arctan(1l/x) = 7/2,
il vient

arctan ( sin(9) ) =T _ arctan(tan(6/2).

1 — cos(6) 2
Et comme 6/2 €]0,7/2[, on obtient au bout du bout
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X sin(kd) [
5 :

Remarquons que cette formule est encore valable pour 6 = .
Posons pour n > 1,
cos(nt)
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Chaque v,, est une fonction continue sur R et

1
w = —.
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Comme série de Riemann d’exposant 2 > 1, la série Z sup |v,, ()| est convergente. Ceci montre que
teR

la série de fonctions E vy, est normalement convergente sur R, donc uniformément convergente sur

+oo
R. On en déduit que |t — S(t) = Z vn (t) est définie et continue sur R | comme limite uniforme
n=1

de fonctions continues.
Montrons que S est de classe C' sur 0, 7]. Posons

0 V,(0) = Zn:vn(e).
k=1

Chaque V;, est de classe C' sur [0,7] et

V6 € [0,7], V!(8) = fzn: ’ :



7 sur 10, 7] mais on a mieux. Soit a €]0,7].

La suite (V)

") converge simplement vers 6 +—

Raffinons I’argument développé en (2) : la fonction
(t,0) — |1 —te®|

est continue et ne s’annule par sur [0, 1] X [a, 7], qui est fermé et borné. D’aprés le théoréme des
bornes atteintes, on en déduit comme en (2) (la partie imaginaire d’un nombre complexe est bornée
par son module) que
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Vo € [a, 7], |V, (0) 5 o PN
ou .
min 11 —te?| > 0.

T (4,0)€[0,1] x[a,7]

Ceci montre que la suite (V) converge uniformément vers 6 sur [a,7]. On en déduit que

la fonction S est de classe C* sur [a, 7] pour tout a > 0 et que
0—m

V0 € [a,7], §'(0) = —

Par intégration entre a et 6, il vient

—a)? 7l-a
Vo € [a, 7|, S(Q):(t9 4) - (92 )JrS(a).

Comme S est continue en 0, on peut passer a la limite quand a tend vers 0 et il vient
6> 76

w0 €)0, 7], S(0) = 7 — 5 + S(0).

Cette égalité est encore vraie en 6 = 0 donc

2
Vo € [0,7], S(0) = % — %9 +5(0) |
Commentaire personnel : ce début de sujet me semble plutét soutenu.

A x fixé, notons pour n > 1,

tHwaﬁiﬁfgy

La fonction w,, est de classe C*™ sur R et

sin(nt
vt € R, wl (t) = n(nQ(—i-;z) et w(t) = —

cos(nt)
n? 4+ x2’
En particulier,

Vt € R, Jwy(t)| < 1/n, |w),(t)] < 1/n% et |w!(t)] < 1/n?.

Par domination par des séries de Riemann convergentes, les séries E Wy, E w), et g w!! sont nor-

malement convergentes sur R (la convergence simple suffit pour les deux premiéres) et le théoréme
+oo

de C%-dérivation des séries de fonctions permet d’assurer que g, = E wy, est de classe C% sur R

n=1

et que pour tout t € R,

"ty = JFZOO cos(nt)
el = —n? 4 a?

De 14,

" 9 = cos(nt) 22 cos(nt) cos( nt
VtER, gl(t) — aPga(t) = — + Z —S(t) |
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(7) On écrit P(t) = at®> + bt +c. On a
1 2 2,2 2 2 t mt
P"(t) —2°P(t) = 2a — az"t* — bzt —x c:—z—l—?—S(O).
11 suffit de poser
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(8) D’apreés (6), on a

, X sin(nt)
WER () ==

n=1

9,(0) = g, (m) =0
D’apres (6) et (7) dont on reprend les notations, g, — P est solution de I’équation homogéne sur
[0, 7]

et donc

y" —z?y =0.
1l existe donc A et B tels que
vt € [0,7[, g.(t) = P(t) + Ae™ + Be ™.
Par continuité de toutes ces fonctions, cette relation est encore valable en 7.

Les conditions g, (0) = g (m) = 0 donnent

0= - + Ax — Br et 0 =0+ Axe™ — Bxe ™.
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On obtient B = Ae?™ puis
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Ar= ———— et Bo = —————.
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On obtient enfin
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(9) D’apreés (6), on a aussi
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En comparant les deux expressions, il vient
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On obtient enfin
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Partie 2 : Développement en série entiére de = — T et applications

ez

(10) On reconnait & nouveau une somme géométrique. On a
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Et donc
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il vient
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(11) Pour = > 2, on a
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pour tout n. La série de fonctions x — E — converge donc normalement et donc uniformément

sur [2, +oo[. De plus,

. 1 Osin>2
lim — = .
T—+o00 N lsin=1.

Le théoréme de la double-limite implique donc que
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On a alors, par linéarité de la somme de séries convergentes
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Or, comme |z| < 1,
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En passant a la limite quand N tend vers +oo dans (%), on en déduit que
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(12) En changeant = en x/27 dans (9), on a

h(z) _1_7+Zn2 x/j;;w

Comme |x/27| < 1, on peut appliquer (11) et il vient
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(13)

Ceci montre que h est développable en série entiére et que le rayon de convergence de la série est

supérieur ou égal a 2.
On a
X by ok
h(z) = Rt
k=0
Par unicité des coefficients d’un développement en série entiére, il vient

k1 (2K)!1C(2F)

1
bp=1,b = ~3 et pour k > 1, by, = (—1) 5217k et bop+1 =0
T __
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fo oo
1 N
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Par produit de Cauchy de séries absolument convergentes, on a en suivant 'indication

1 o0 n b .
Vo €] —2m,2n], 1—2 Zz—l—l ;(;IM)x =1

A nouveau par unicité des coefﬁments d’un développement en série entiére, il vient
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En appliquant (13) pour n =2, on a
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? 2! + 2 0
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En appliquant (13) pour n = 4, il vient
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A Taide de (12), on en déduit que
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Partie 3 :

facteur a la puissance k

(15

(16

) En développant

H(1+xl) = (1+IC1)(1—|—1'2)...

i=1
il n’y a qu’une seule fagon de fabriquer 1 :
sélectionner m > 1 facteurs x;, disons z;,, . ..

r

Probabilité qu’un entier choisi au hasard et uniformément dans [1;n] soit sans

(1+x,),

en prenant tous les 1. Les autres facteurs consistent &
, X, avec 41 < --- < x; et a compléter avec les 1.

m

Ceci rend la formule demandée évidente mais j'imagine que les correcteurs attendent plutdt une

récurrence sur 7.

) C’est du cours et c’est par ailleurs évident.

(17) Comme U A; = ﬂ A;, on a a l'aide de (14) et (15) et par linéarité de 'intégrale,
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(18) Par définition,
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Et donc par (17),

= P, (Su(k) =1-P
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Or, comme les p;, sont des entiers premiers deux & deux distincts, pour tout entier s, on a

I’équivalence

(Vl € [1;m], pi—i divise s) & pfl ..

Ceci signifie que

et donc finalement que

An (pi'cl )N

. pfm divise s.

NAu(pF )= An(pF - pF )
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) Commencons par remarquer que si la décomposition en facteurs premiers de d € N* contient un
facteur premier p; avec i > r 4 1, alors n/d® < 1 pour tout k et donc |n/d*| = 0.



On a

an(k) = 1+ % =™ > card (An(ph - p))))
m=1
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R
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m=1 1<11< <zm<7"

= 711 /1] + = Z Z w(piy -+ pi,,) {(p“npzm)kJ :

m=11<i1 < <im <r

Dans la somme précédente apparaissent explicitement tous les entiers d € [1; n] produits de facteurs
premiers distincts mais comme p(d) = 0 si d posséde un facteur carré, on a bien

)= 32000 | ] = 5 w0 ]|
d=1 d=1

(20) Avec les notations de ’énoncé, on a

+oo
4u(k) = / fult)dt.

Soit f la fonction constante par morceaux sur [1,+o0o[ et définie par

1
Vde N, Vi e ldd+ 1] f(t) = %

Comme k > 2, f est intégrable sur [1, +o00[ et comme |z] LT et comme |z] <z, on a
p(d)
Vi e [1,+OO[ lim fn( ) - dk

n—-+oo

et |fu(t)] < f(2).

Par convergence dominée, on en déduit que

+o00 +oo
lim qn(k):/1 ( lim  f,(t )) = %
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Partie 4 : Calcul de la somme Z &k)

d=1

(21) Les inclusions ‘ Fn C Ey C Fy2 | sont immeédiates.

La série Z wpy, est & termes positifs et pour tout N,

N N 11 1 1 N1
0D wm <D Tl = 2 i S @“:ZZW:(

(i,5)EFN



Ceci montre que E wy, €St une série convergente et donc que ’ la suite (Sn)n>1 est convergente |

Comme ci-dessus, on a

al |u(d) 1 (i)
Z_lwm = Z Z s s = Z Z’sjs

m=1d|m (i,4)€FN
(i)
S Z z’sjs
© )J)EEN
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) S
ke ’N g
| 1
- Y= Z:
i=1 ]:1
+oo +oo
< Iu_(sl)l i
- v =)
et donc
+

Ay

+oo
> wm < Z
m=1

En utilisant I'inclusion En C Fy2, le méme ralsonnement montre que

Suom ¥ M, 5 LGS ROIL_ S ulSe1
Wm = Z’sjs = ] - s js'
m=1 (i.4)EFy2 (i) EEN i=1j=1 i=1 =1
En passant & la limite quand N tend vers 400, il vient
+oo +oo N
1
Z Wy > \l{(@)| L
¢ /LS ]S
m=1 =1 J=1
et enfin
+o0 +oo +o00
()] 1
> =3 OIS
m=1 i=1 j=1
) On a
N N N
> u Z =D D wavmga| = Y wg| < Y uillel= Y fwllyl= Y il gl
i=1  j=1 m=1d|m (i,5)EEN\Fn (4,7)EEN\FN (i,5)€EN (i,j)€FN
D’aprés (21),
“+o0
N (D SR E TS ST D S o)
(i,j)€EEN (4,5)EFN m=1

On en déduit que

N N N
Nlirilw ;uinj — Z Zudvm/d =0

j=1 m=1d|m
et comme
N N +oo N Foo
. M) o T
lim Uj vj = - )
N—+o0 4 . ‘ 15 4 JS
i=1 j=1 i=1 j=1
il vient

+00 NI

= u(i)
DD udvmya = “is Z;s-

m=1d|m i=1 j=1
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Or,

d 1 1
Zudvm/d = M;S) (m/d)* T Zﬂ(d)-

dlm d|m
Au bout du bout du bout, on a

io LZu(d) S HO ioi
— ms -~ : e =~ 7

i—1

(23) Si m > 2, les seuls diviseurs contribuant non trivialement dans la somme sont les produits de
nombres premiers distincts divisant m. Notons

G < <gs

les nombres premiers divisant m. On a alors

Sua=Y ¥ =) =a-1r=o|
d|m

k=01<i; <---<ip<s k=0

(24) A Taide de (22) et (23), on a de suite

400 .\ +oo
p(i) = 1
— =1
051
=1 j=1
et donc
S L
o ()
(25) A T’aide de (20) et de (14), il vient
i ; 6 . 90
Jm (k) = wo50 Jm an(2) = et Tm gn(4) = 7

Commentaire personnel : sujet complétement inadapté a la filiere PSI. De plus, la premiére partie est
beaucoup trop technique et difficile pour les candidats visant Mines-Télécom.



