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EXERCICE 1
On considere les tables :
» ELEVES(id, nom, prenom, email, promo)
» PATIEMENTS(id, id_eleve, montant, date_paiement), avec id_eleve clé étrangere vers ELEVES. id.

Q1. Extraction des emails distincts des éléves hors promotion 2025.

SELECT DISTINCT email
2| FROM ELEVES
WHERE promo <> 2025;

Q2. Calcul du montant total payé par éleve.

SELECT E.nom, E.prenom, SUM(P.montant) AS total_paye
FROM ELEVES E

JOIN PAIEMENTS P ON E.id = P.id_eleve

GROUP BY E.id, E.nom, E.prenom

5| ORDER BY E.nom, E.prenom;

Q3. Détection des doublons.

SELECT nom, prenom, email, promo
FROM ELEVES

GROUP BY nom, prenom, email, promo

HAVING COUNT (%) >= 2;

Q4. Eleves sans paiement.

SELECT E.id

FROM ELEVES E

;| WHERE NOT EXISTS (

| SELECT 1

5 FROM PAIEMENTS P

] WHERE P.id_eleve = E.id
UPE

( Les solutions proposées pour les questions d’informatique sont données a titre indicatif )
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EXERCICE 11

+oo
Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N et Gx(t) = > P(X =n)t"
o

Q5. Pour tout te[-1,1] et tout n € Nyon a |[P(X =n)t"| <P(X = n).
Comme Z P(X =n) =1 alors la série Y P(X = n)t" converge absolument pour tout ¢ € [—1,1] .

Donc : G X est bien définie sur [—1,1].

A"
Q6. Si X ~P(\) avec A > 0. Alors pour tout n € N: P(X =n) =e* —.Soit t € [-1,1] ,on a :

n!

+oo

Gx(t)zze_A A" _ —)\Z A(t-1).
n=0

)\TL
On fait Z e — t" converge pour tout ¢ € R et I'expression est valable sur R .
n!

Q7. X et Y sont indépendantes & valeurs dans N.
Soit t € |—1,1[ . Les deux séries Z]P’( =n)t"et Z]P’ =n)t" convergent absolument.
On peut donc appliquer le théoréme du produit de Cauchy :

Gx(t)Gy(t) = <§]P’(X =k) t’“) Jf}P’(Y =t | = io (Zn:IP’(X =k)PY =n-— k:)) t".
k=0 j=0 k=0

X et Y sont indépendantes, donc pour tout n € N :

]P’(X+Y:n):zn:P(X:k,Y:n—k):ZP(X:k)P(Y:n—k).
k=0

k=0
Par suite :
“+oo
Gx(H)Gy(t) =) P(X +Y =n)t" = Gx1y(b).
n=0

Ainsi [Vt € |-1,1[, Gxyy (t) = Gx (1) Gy (1) |

Q8. Soit Z=X+Y , X et Y indépendantes avec X ~ P(\) et Y ~ P(pu) .

D’apres Q6 et Q7, pour t € |[—1,1[ on a :

Gz(t) = Gx(t) Gy (t) = M7 erlt=l) = (M Hm(=1),

Donc‘Z ~PA+p) ‘




PROBLEME

Partie I — Calcul d’une intégrale
T it +00
On pose pour x >0 et t € R: h(x,t) = s et g(x) = h(z,t)dt.
X

— 00

Q9. Soit x >0 (fixé) et t € R :
x x

‘h(l’,t” = .’L'2—|—t2 t—;\:;:oo tig

Donc t — h(z,t) est intégrable en +00 et en —oco , par suite elle est intégrable sur R . Ainsi g(z) est

bien définie sur 0, 400 .

Q10. Pour z > 0, on pose t = zu , donc dt = zdu et

+o00 T . +o0o glru
_ 1TU o
o= [ iaatea= [

—00

too  gizu
Donc : g(z) :/ du.

oo 14 u? '
1TU
On a , par intégrabilité de la fonction u — 5 sur R :
1+u
+o00 |emu| +o00 du
< [ = [
—o0 —0o0

Donc g est bornée sur |0, +oo[ par 7.

+oo 1TU
Toa du et le théoréme de convergence dominée :
U

Q11. En utilise la formule g(x) = /

—0o0

iU

e
< et la fonction (dominante) u — ——— est intégrable sur R .

1+a2| = 1+ ( ) 1+ u? &

eiacu 1

—_ -
14+ w2 zs0+ 14+u2

+00 1
Par le théoréme de convergence dominée version continue : | lim g(x) = / ——du=m|.
x—07+ Lo 14w

Q12. On utilise le théoréme de dérivation sous le signe intégral.

» La fonction h(z,t) = ﬁ ¢’ est de classe €2 en z sur |0, +oo[ pour tout ¢ fixé.
x
On a oh 2 2 82h ( 2 2)
t*—x ; 2z(x* — 3t*)
_ = —— (24 t —— ) =" =/ it
ox (1) (22 + t2)2 ¢ % 922 (z,) (22 +2)3
» Pour z € [a,b] C |0, +00], on majore :
@(x 9 2z (22 + 3t2) - 2x(322 + 3t?%) 6z _  6b
0x2 7| T (22 412)3 T (22 41t2)3 T (22 412)2 T (a® +t2)?

La fonction ¢ : t — est intégrable sur R.

6b
(a® + t2)2



» Par le théoréme de dérivation sous le signe intégral, g est de classe €2 sur tout [a,b] C ]0, +oo[ ,

donc elle est de classe €2 sur |0, +oo] et pour tout = dans |0, +oo]

+o00 aZh +o0 2$(332 _ 3t2) ;
g”(l’) :/ @(w‘,t)dt == / met dt .

Q13. » Calcul des dérivées partielles :

> On a
9 x @+t w20 2 —a? (1)
dx\z2+t2) (241 (a2 +t2)?
donc
872 x  2a(x? - 3t%) @)
22\ 22 +12) (22 +412)3
> On a
9 x _ —2xt (3)
I\z2+12) (22 +12)2
et
A _ 2x(2? + t2)? + Bat(x? + %) 2x(3t2 — 2?) ()
o2 \a?+t2) (22 +12)1 (a2 +2)3
Donc :
872 x N 672 x _ 2w(2? - 3t%) + 22(3t2 — 2?) 0
Ox? \ 22 + 12 o2\z2+t2) (22 +¢2)3 -

» L’équation différentielle :

Soit x € ]0,+o0[ . D’aprés Q12 on a :

+oo 62 T ) +oo 62 T )
" _ A ot dt = _/ i ot dt.
g (x) /Oo Ox? <x2 + t2) ¢ oo O2\ 22 412 ¢

Une premiére intégration par parties donne :

e o? z it - 9 x il [0 x it
_/Oo (9t2<:c2+t2>e dt__alﬁloo<[5’t<x2+t2>e ]a—z/a 8t<$2+t2>e dt)

0 1
la formule (3) implique agrfoo [& <I‘2$+t2> e”] 3y —-0.

Par une deuxiéme intégration par parties :

“+00 82 . qa “+a T . +o0 T .
— — a; e’ dt =i lim _r et —1 —= _elldt ) = edt
2 2 2 2 2 2 2 2 2
oo OtP\ 22+t a—+oo \ | 2%+t a _a T2+t oo XA

Donc ¢g” = g, c’est-a-dire g est solution de y” —y = 0 sur ]0, +o0].

Q14. L’équation carctéristique associée a ’équation differentielle 3 —y =0 est X2 — 1 = 0.
Donc les solutions de " — y = 0 sur ]0, +o00[ sont de la forme y(z) = Ae® + Be™*, avec A, B € C.

D’apres Q10, |g(z)| < 7 pour tout > 0 . Or e* — +00 quand x — +00, donc nécessairement A = 0.
Ainsi g(x) = Be™”.

D’apres Q11, lim g(z) = w, donc B = .
z—01

—T

On conclut : | g(z) = me pour tout z > 0.




Partie IT — Formule sommatoire de Poisson

Onposef(t)zli et F(z Zfa:+n +fo—n.

Q15. » Soitx€R,ona

1 1 1 1

n2 f(x_n) 1—}—(1‘—71)2 n—;\—;—ooﬁ

f(x+n)= T4 @) nstoo 02

Les séries Y f(z+mn) et > f(x —n) sont convergentes , donc F' est définie sur R.
n>0 n>1

» Soitz€R,ona:

+oo +oo
F(z+1) fo+1+n +fo+1—n Zf(:):—i—n)—i—Zf(:n—n):F(x)
n=1 n=0

Donc F' est 1-périodique.

Q16. Soit z € [0,1]. Posons f,f(z) = f(z+n) et f, () = f(x —n) .

1
O F(x)] < t | fr ()] < ————5. Donc les séries de foncti T et " t
nalf (z)| < T2 e lf(@)] < TF (i =1)2 onc les séries de fonctions ngo fife ngl f,, convergen

normalement et donc uniformement sur [0, 1] . De plus elles sont continues sur [0, 1] . Le théoréme de

continuité des séries de fonctions donne la continuité de F' sur [0, 1] .

Ainsi par périodicité F' est continue sur R .

Q17. On a
! —2imwkt LI = —2imkt
ck(F):/O F(t)e? dt:/o gzo:f(t—kn)—k;:l:f(t—n) o2kt gy

Par convergence uniforme sur [0, 1], on peut intervertir somme et intégrale :

+oo .1 oo 1
= Z / f(t+mn)e 2t 4 Z / f(t —mn)e 2™kt gy,
n=0"0 n=1"0

Pour chaque terme, le changement de variable s =t + n (resp. s =t —n) donne :

1 ) n+1 )
/ f(t + n) e—2z7rkt dt = / f(S) e—2z7rks dS,
0 n

1 1-n )
/ f(t _ n) e—217rkt dt = / f(s) e—2wrks ds.
0 -n

400 n+1 ) 400 1-n )
cx(F) = Z/ f(s) e 2imks qg + Z/ f(s) e 2imks g
n=0"" n=1v""1

donc :

On a par Chasles
Ck(F) — Nl_l)rﬂoo (Z/ —2imks ds + Z/ —2i7rk:s d5>

N+1 ‘ ,
= lim (/ f(s)e 2™ ds + / f(s) e 2imhs ds)
N—+o00 0 -N



f est intégrable sur R donc

cx(F)

Ainsi

Q18. Soit k,n € Z.

/0 = f(t)e 2k 4t 4 /_

0
f(t) e—2i7rkt dt.

o0

> Sin+k#0:
. 1 A
/1 o= 2im(n+k)t 3y — e 2mnthr - o7 2mn ) — 1 =0
0 —2im(n + k) . —2im(n + k) ’
» Sin+k=0: .
/ e—2i7r(n+k)t dt = 1.
0
1 , 1 sin=-—k,
Ainsi : / e 2im(ntk)t gy — Ontk,0 =
0 0 sinon.
Partie IIT — Applications
Q19. » Calcul de ¢o(F) :
400 1
D’apres Q17 : ¢o(F) = /_Oo mdt = .
» Calcul de ¢x(F) pour k >0 :
D’apres Q17 et Q10 :
+o0 o —2imkt S [too G2imkt

D’apres Q14 g(2rk) = me~ 2™ ¢ R, donc :

cx(F) = me=2™%  pour tout entier k > 0.

400 400
Q20. On a: G(x) = Z cn(F) ™o 4 Z C_p(F) e 2imne,
n=0 n=1

—21n

Puisque c_,,(F) = ¢, (F) = me

|Cn(F) e2i7m:r| — 7_‘_6—27m7

pour n > 1, et co(F) =m, on a :

’C_n(F) e—2i7rnz‘ — 7'['6_27m.

La série g me~ 2™ converge, donc les deux séries qui définissent G convergent normalement sur R, et

n>1
chaque terme de ces deux séries est continu, donc G est continue sur R .

Comme e?™(#+1) = o2& pour tout n € Z, alors G(z + 1) = G(x).

Q21. F et G sont continues sur R et 1-périodiques.



On calcule ¢x(G) pour tout k € Z. Par convergence normale, on peut intervertir intégrale et somme

sur [0, 1]:

0

1 too 1 too 1
Ck(G) — / G(t) e~ 2imkt 43 — Z Cn(F)/ e2i7r(n—k)t dt + Z C,n(F) / e—2i7r(n+k)t dt
0 n=0 0

n=1
D’apres Q18 :

1 1
/ Q2T RIE g — 5 et / 2R gy — 5
0 0

Si k>0 : seul le terme n = k de la premiére somme contribue, donnant cx(G) = ci(F).

Si k <0 : seul le terme n = —k de la deuxiéme somme contribue, donnant cx(G) = c_i(F) = cx(F).

Donc ¢x(G) = ¢ (F) pour tout k € Z. Par le résultat admis, F' = G.

Q22. Ona F =G, donc :

+o0o . +o00 . +o0 ‘ .
F(.’E) — CO(F) + Z Cn(F) e?mrnx + Z Cn(F) e—217m:5 =14+ Z 7Te—27m (6227rn1' + e—227m:c)
n=1 n=1

n=1

posons r = e 2" et § = 27z,

+o0o
F(x) = w4 27nRe (Z 'r”ema)
n=1

I . n
= w+27Re (Z (rez(’) ( série géométrique )
n=1
re'?
= 2nRe| ——
m+ 27 e(l — re19>
écrivons , , , .
ret? B rew(l — re_w) B rei? — 2
L—re® |1 —peif>  1—2rcos(0) + 12
donc » )
(2 0 _
Rof ¢\ _ rcos (0) —r
1—re? 1 — 2rcos (0) +r?
et 0 ,
re’ 1—r
1+ 2R — | =
* e(l—re“’) 1 — 2rcos (0) + 2
1—e 4
Ainsi | F(x) = :
inst | F(x) "1~ 2e27cos (2mz) 4+ e=47




