CCINP 2026 Mathématiques 1 MP-MPI

Proposition de corrigé |(toute remarque constructive est la bienvenue!)

Exercice 1

Q1. | SELECT DISTINCT email FROM ELEVES WHERE promo <> 2025;

Q2. Les attributs demandés appartiennent a des tables différentes, donc une jointure est nécessaire. La fonction
d’agrégation SUM permet de calculer le montant total, apres avoir regroupé toutes les lignes associées a un
méme identifiant d’éleve.

SELECT nom, prenom, SUM(montant)
FROM ELEVES e
JOIN PAIEMENTS p ON e.id = p.id_eleve
GROUP BY e.id -- lignes distinctes en cas d'homonymie
ORDER BY nom, prenom;

Q3. Premiére interprétation : on cherche quels sont les éléves qui ont été insérés plusieurs fois dans la table,
avec des identifiants différents; dans ce cas, on veut un seul des identifiants associés a chacun de ces
éleves, par exemple le plus petit.

On peut regrouper les lignes de la table ELEVES selon les valeurs des attributs autres que id, et faire
une sélection des groupes (sélection en aval, avec HAVING) qui contiennent au moins deux lignes (ou, de
maniére équivalente, deux valeurs distinctes de la clé id).

SELECT MIN(id), email FROM ELEVES
GROUP BY nom, prenom, email, promo
HAVING COUNT(*) >= 2;

Deuziéme interprétation : on veut tous les identifiants des lignes qui possédent un doublon dans la table.
On peut effectuer une auto-jointure de la table ELEVES en prenant comme critére I’égalité de tous les
attributs sauf id, et en sélectionnant les lignes obtenues ayant deux identifiants distincts ; enfin on élimine
les doublons dans les résultats.

SELECT DISTINCT el.id, el.email
FROM ELEVES el
JOIN ELEVES e2 ON el.nom = e2.nom AND el.prenom = e2.prenom
AND el.email = e2.email AND el.promo = e2.promo
WHERE el.id <> e2.id;

Q4. On peut faire une différence ensembliste des résultats de deux requétes (remarque : afin d’effectuer une
opération ensembliste, il n’est pas nécessaire que les noms des attributs des deux tables soient identiques,
seul le type et 'ordre doivent étre les mémes) :

SELECT id FROM ELEVES
EXCEPT
SELECT id_eleve AS id FROM PAIEMENTS; -- renommage facultatif

ou utiliser une sous-requéte pour formuler le critere de sélection :

SELECT id FROM ELEVES

WHERE NOT id IN (
SELECT id_eleve AS id FROM PAIEMENTS -- renommage facultatif
)3
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Exercice 11

Q5.

Q6.

Q7.

Q8.

Soit ¢t € [—1,1]. Pour tout n € IN on a

| P(X =n) t"| = P(X =n) [t|" < P(X =n);
—_——
>0

or la suite ({X =n}), . est formée d’événements deux a deux incompatibles, donc par o-additivité de

la probabilité P la série > P(X =mn) converge (et a pour somme la probabilité P(X € IN), a savoir 1) ;
n=0

par comparaison, la série & termes réels définissant Gx (¢) converge absolument, donc elle converge. Cela
établit que la fonction Gx est définie sur [—1,1].

Soit t € [—1,1] : par définition de Gx et de la distribution de Poisson de parametre A, on a

“+o00

Gxl) =Y (e = —AZ X exp(M)

n=0

donc |Vte[-1,1] Gx(t)=e D

Remarques :

— Le raisonnement et le résultat obtenu restent valables dans le cas ou A = 0.

— Si X suit la loi de Poisson de parametre X, le rayon de convergence de la série entiére définissant G x
est égal & +o0, donc on pourrait définir Gx sur R, et Yt e R Gx(t) = t—D,

D’apres Q5] les rayons de convergence des séries entiéres définissant Gx et Gy sont tous les deux supé-
rieurs ou égaux a 1, donc le produit de Cauchy de ces séries entieres est de rayon de convergence supérieur
ou égal & 1 aussi; de plus, sur lintervalle ouvert | —1,1[, qui est inclus dans les intervalles ouverts de
convergence des deux séries entiéres, on a

Vie]-1,1] Gxl(t Z(ZP )P(Y:k:))t”

En fait, I’égalité est valable pour tout t € [—1,1], puisque d’aprés QE les séries définissant Gx(t) et
Gy (t) convergent absolument.

On s’intéresse a présent a la variable aléatoire X + Y ; celle-ci est I'image du couple (X, Y) par la fonction
s: (z,y) — o +y, de N? vers IN, donc pour tout n € IN on obtient, & I’aide d’'un changement d’indice
de sommation et en exploitant I'indépendance de X et YV :

P(X+Y=n)= Y P(X)Y)=(2y)

(z,y)EN?
Tz+y=n

(z,y)=(n—k,k) n
L Y P(XY)=(n—kk)
k=0 k=0
L’identité cherchée en découle :

Vte]|-1,1[ Gx(®)Gy(t) iOPXH/—n) = Gx4v(t)

n=0

La variable aléatoire Z est a valeurs dans IN. D’apres et (on utilise ici I'hypothése d’indépendance
entre X et Y), la fonction génératrice de Z vérifie :

Vie]-1,1[ Gz(t) = Gx(t) Gy (t) = - Vert=D) = (AHm(-1)

Or, d’apres , la fonction génératrice d’une variable aléatoire Z’ suivant la loi de Poisson de parametre
A+ pest égale a la fonction génératrice de Z en restriction a l'intervalle ouvert | —1,1[; par unicité du
développement en série entiere, on déduit que Vn e IN P(Z'=n) = P(Z =n).

Ainsi Z et Z’' suivent la méme loi, & savoir :

Z suit la loi de Poisson de parametre A + p.

Comme observé en Q86l, le résultat obtenu est valable aussi dans le cas o A =0 ou p = 0.



Probléme

Partie I — Calcul d’une intégrale

Q9.

Q10.

Q11.

Q12.

On note h la fonction définie sur |0, +o0o [ xR par :

x it
V(z,t) €]0,400[ xR h(m,t)zx2+t26 eC
On fixe z € ]0,400]. La fonction h(z,-) : t — h(x,t) est continue sur R et |h(z,t)| = %4-152 =

1
. Oi (1?2)’ or la fonction ¢ — est intégrable en —oo et en +oo (critére de Riemann), donc
—+o0

2
par comparaison h(z,-) est intégrable en ces points. Il en résulte que h(z,-) est intégrable sur R, donc
Pintégrale définissant g(z) converge.

Cela établit que g est bien définie sur |0, 400 .

On fixe encore = € ]0,+00[. En effectuant le changement de variable affine ¢ = xu (bijectif strictement
croissant de R dans R) dans l'intégrale convergente définissant g(x) on obtient I’expression voulue :

o0 o0 izu
g(z) =/ — T eimugdy =/ © du

2 2,2 2
feo T F U feo 14w

Par inégalité triangulaire intégrale,

o)< [ :°

Cette majoration indépendante de = € ] 0, 400 [ montre que la fonction g est bornée.

izu

€

“+o0 1 .
oo du = / ——du= [arctan(u)}too =7

1+ u?

— 00

On note H la fonction définie sur ] 0,400 [ xR par :

izu

e
1+ u?

V(z,u) € 10,400 [ xR H(z,u)=

— Pour u € R fixé, lim+ H(z,u)= ; on note alors Hy la fonction v — Tz W R.
z—0

14+u2’ u

— La fonction rationnelle Hy est continTle sur R; pour z € ]0, 400 [ fixé, la fonction_;I(a?, -) est le produit
de Hy et de la fonction continue u — €% donc H(x,-) est continue sur R.

— Pour tout (z,u) € ]0,400[ xR on a |H(x,u)| = Ho(u), et la fonction Hy est positive et intégrable sur
R (résultat établi en QIO}).

Par passage a la limite sous le signe intégral (théoréme de convergence dominée), on obtient :

“+o0 +oo 1
lim g(z) = Hy(u)du = / ——du=m.

. 2
z—0+ oo oo 1+u

On reprend la fonction h introduite a la question Q9}.
— Pour t € R fixé, la fonction h(-,t) est de classe C2 sur |0, 400 [; on a (voir aussi ) :

oh R 0%h —2x(3t* — 2°)
V@) €10, roo xR @) = tarpp® o gp@h = T e

— Pour z € ]0,+oo[ fixé, on a déja établi en que h(z,-) est intégrable sur R; de plus les fonc-
. Oh 0%h . . . . it
tions 6—:6(96, ) et %(x, -) sont continues sur R (produits de fonctions rationnelles et ¢t — e'*), et
Oh
Ox

h
résulte que —(z, ) est intégrable sur R.

ox

— On considére un segment quelconque [a, b] inclus dans |0, +oo[. Pour x € [a,b] et t € R on a

1 1
(a:,t)’ =, 9 (tj)’ donc par comparaison a la fonction ¢ — 2 qui est intégrable en oo il
—> 00

9% .4) 2b(3t2 + b?)
022 V| S T2y )8
2b(3¢2 + b2)
(a2+t2)3

comparaison a la fonction ¢+ s qui est intégrable en £oo on déduit que ¢, 5 est intégrable sur R.

1
et la fonction g @t est continue sur R et vérifie ¢,(t) = O (—), donc par

T it t4



Par dérivation & I'ordre 2 sous le signe intégral, il résulte que la fonction g est de classe C? en restriction
a tout segment [a,b] C ]0,+o0], donc g est de classe C? sur ] 0, +o0 [, et que

+oo azh
Vz €]0, 400 g”(m):/ aQ(x t) dt
Q13. On note 9 la fonction rationnelle définie par :  (x,t) = ﬁ = z(22+12)"'; on calcule :
x
O oty = (@42 =22 4 )2 Oty = (a4 )2 4 () — ) 4 )
5, (1) = (2 x°(x 5z (1h1) = —2z(z x ) (z
= (t* —2%)(2® + %) 72 = —22(3t* — 2?)(2* +1*)?
2
%—Tf(:c, t) = —2wt(z? + )72 %Tlf(x, t) = —2x(2? + %) 7% — 2wt (—4t) (2 +t*)73
= 2x(x? - 3t%)(2® +1*)3
2 2
donc g—qﬁ + 837121} = 0| (autrement dit, la fonction 1 est harmonique).
x
2 92
On remarque que, pour (z,t) € ]0,4+o00[ xR, h(x,t) = ¥(x,t)elt don %(w,t) o f( t)e'. Soit

z €]0,+o0 ][ fixé; d’apres Q12| et la relation qu’on vient d’établir,
+x>82w +a>82w
" it it
g'(z) = / (z,t)e" dt = / —(x,t)e" dt
o Ox? oo OF?
On constate que

o
o (z,t)e

1

0 (7)_>0
t—Foo \ {2 t—+oo

— _ it —
T ttoo (t3> t—doo et |w(x t)ie |

donc on peut légitimement effectuer deux intégrations par parties successives :

1+00 +oo . +oo .
g () = — [aa—zf(x,t)elt] . —|—/ %—f(w,t)ie‘t dt = / aa—t/;(x,t)ie‘75 dt

— 00 — 00

1400 +oo . +oo
- [w(x,t)ielt} - W, t)iZe dt = (—i2) / h(z,t)dt = g(z)
donc ¢g”(x) — g(x) = 0. Cela montre que g est solution de 1’équation différentielle (FEp): y” —y =0 sur
10, +o0].

Q14. Les racines de X2 — 1, qui est le polyndme caractéristique de ’équation différentielle linéaire homogene &
coefficients constants (Ep), sont —1 et 1; vu que g est une solution de (Ep) dans C2%(]0, +o00[, C), il existe
(o, B) € €2 tel que
Vre]0,+00[ g(z)=ae™ + Be”.

On sait d’aprés Q10| que g est une fonction bornée, donc [ = lirf e "(g9(x) — ae™) = 0; en
Tr— 100
utilisant la valeur de la limite en 0 établie en Q, on obtient o = hm+ g(z) = m. Finalement,
z—0

‘Vm €1]0,400[ g(x)=me™™

Partie IT — Formule sommatoire de Poisson

Q15. On introduit deux suites de fonctions définies sur R, (fn),cn €t (¢n),cn, PAT

W ENYTER u(o) = flo4n) = Tr i o Gale) = S =

Soit z € R un réel fixé. Les séries Y fn(z) et > ¢n(x) sont & termes positifs; pour n — +oo on a
n=0 n>1
1

1 1
falz) =0 (—2) et ¢n(x) =0 (—2), donc par comparaison a la série de Riemann convergente ) —
n n n>1 n
on déduit que > fn(z) et Y ¢, (x) sont convergentes aussi, donc F'(x) est un réel bien défini.
n=0 n>1
De plus, on a

+00 +00 +oo too
Fl+1)=> fle+l4+n)+> flz+l-n)=Y fla+@m+1)+) fla—(n-1)
n=0 n=1 n=0 n=1



Q16.

Q17.

On effectue un changement d’indice par décalage dans les deux sommes (qui préserve la convergence et la
somme des séries) :

+oo +o0
Flz+1) =) flzt+m)+ ) flx—m)
m=1 m=0

+oo +oo +o00o 00
= farm)+ (@) + Y fa—m) = fatm)+ Y fa—m)
m=1 m=1 m=0 m=1

donc F(z + 1) = F(x). On conclut que F' est une fonction de R dans R, 1-périodique.

On reprend les notations introduites dans QI5]. Pour tout n € IN les fonctions f,, et ¢, sont des fonctions
rationnelles, donc continues sur [0,1]. De plus, pour = € [0,1], par croissance de la fonction carré sur
[0, +00 [ et décroissance de la fonction inverse sur ] 0,400 [ on a

1 1 1
<7 t7 217 O< n - <
1+n? o, pourn On(T) 1+(n—2)2 " 14+ (n—-1)>2

donc |fallo j01) = fn(0) et, pour n € N*, |[|$nll01] = én(1); les séries >° f,,(0) et 3 dn(1)

n=0 n=1
étant convergentes, il en résulte que les séries de fonctions > f, et > ¢, convergent normalement, donc
n=0 n>1

0< ful(2)

+o0
uniformément, sur [0,1]. D’aprés le théoréme de continuité d’une limite uniforme, on déduit que > f,
=0
+oo "
et > ¢, sont des fonctions continues sur [0, 1], donc leur somme F' est continue sur [0, 1] aussi.
n=1

On sait d’apres que F est 1-périodique, donc pour tout n € Z et tout = € [n,n+ 1] on a F(x) =
F(z —n), et z —n € [0,1]; il en résulte, par composition, que la restriction de la fonction F' au segment
[n,n + 1] est continue. La continuité en un point étant une propriété locale, la fonction F' est continue

en tout point de la réunion d’ouverts |J |n,n+1[ =R \ Z; de plus, pour tout n € Z la fonction F est
neZ

continue a gauche et & droite en n, donc F' est continue en n. On conclut que F est continue sur R.

Soit k € Z fixé; on note e la fonction définie sur R par ex(t) = e~ 2™ on remarque que la fonction

exponentielle est (2im)-périodique, donc ey est 1-périodique, de plus Vit € R |ex(t)| = 1.

Pour tout ¢ € [0,1] on a, par linéarité de la somme de séries convergentes :

. +oo +oo too oo
F(t)e s = (Z flt+n)+ > (- n))ek<t> =D faOex®) + D bn(t)ex(t)
n=0 n=1 n=0 n=1
Pour tout n € IN les fonctions fper et ¢pexr sont continues sur [0,1], et pour tout ¢ € [0,1] on a
[fn(®er(t)] = [fu(@)] et |pn(t)er(t)] = [¢n(t)], donc
anelc”oo,[o,l] = ”fn”oo,[o,u = fn(0) et H‘bnekHoo,[og] = H¢n||007[0»1] = ¢n(1)
or on a déja établi en Q‘ la convergence des séries Y. fn(0) et > ¢ (1), donc les séries de fonctions
n=0 n>1
> fner et > Pper convergent normalement, donc uniformément, sur [0,1]. Cela autorise & intégrer

n>=0 n>=1
terme & terme sur le segment [0, 1] : les sommes sont continues sur [0,1] et

1  +oo 400 .1 foo
/O (nz_ofn(t)%(t)) dtznz_;)/o Fu®er(t) dtznz_o/o F(t + n)en(t) dt
et /01 (§¢n(t)ek(t)) dt:g/ol%(t)ek(t) dtzg/olf(t—n)ek(t) dt

puis, par linéarité de I'intégrale,

1 +oo
cr(F) = /0 F(hyer(t)dt =3

n=0

1 +00 1
/Of(t+n)ek(t)dt+;/o f(t —n)ex(t) dt.

On effectue un changement de variable par translation dans chaque intégrale et on exploite la 1-périodicité
de la fonction ey, :



Q18.

7n+1

+ZOO/ w)er(u —n dquZ/ u)eg(u+n)du
_Z/ u)eg(u du-l—Z/ (u) du

En explicitant la définition de la somme d’une série et la relation de Chasles, on peut exprimer ¢ (F') &
I’aide des limites de deux suites convergentes :

—n+1
)= m 3 [ seane i 3 [ e

N+1
= lim f(u)eg(u)du+ lim / flwek(u

N—~+oco 0 N—+oco

Pour conclure, on observe que la fonction f est d’intégrale convergente sur | —oo,+oo [, puisque f est

continue et admet une primitive, arctan, qui est convergente en —oo et en +o0o; pour tout ¢ € R on

a |f(t)ex(t)] = f(t), donc la fonction fer est intégrable sur | —oco, 400 [ et par conséquent l'intégrale
+oo

/ f(t)er(t)dt est convergente et
—o0

[ rwera= [ jwans / " renyat

— 00

N+1
= lim f@®)er(t)dt + lim / f®)er(t) dt = cp(F).

N—+oco 0 N—+oco

C’est une version de la formule sommatoire de Poisson, valable pour la fonction f : le k®™¢ coefficient
de Fourier de la fonction F, qui est la «1-périodisées de la fonction f, est égal a la valeur en k de la
transformée de Fourier de f.

On distingue deux cas.
— Sin+ k=0, alors

1 1
/ e Am(nth)t gy — / 1dt =1
0 0
e—2i7r(n+k)t

— Sin+k#0, une primitive de la fonction continue t+— e 27 +R egt t— ——— — qui est
—2im(n + k)
1-périodique ; d’apres le théoreme fondamental de I’analyse,

1 672iﬂ'(n+k)t
/ e —2im(n+k)t dt = [7} =0.
0 —2ir(n+k)lo

Conclusion :

1 sin+k=0,

1
V(n, k) € Z* / SHTEREAL = 6,y =
(n, k) o © TFTV0 sintk£o0.

Partie 111 — Applications

Q19. Soit k € Z, on peut utiliser 'expression de ¢ (F) établie en Q17}. Si k = 0 alors

e dt
co(F) = / TTe- " (voir calcul fait en QI1});

si k < 0 alors —27k > 0 et on peut exploiter 'expression intégrale de la fonction g établie en Q10] et son
expression trouvée en :

oo Li(—27k) ok
Ck(F) = / Wdt = g(—271']€) = e ™

o0

enfin si k& > 0 on utilise la relation admise ¢ (F) = c_,(F), que l'on démontre facilement en utilisant la
parité de f et un changement de variable :

ex(F) = / o f(t)e 2"kt 4t = / o f(=t)e A (=Rt qp = / o fu)e ™27 gy = ¢ (F).

— 00 — 00 — 00

Pour résumer, en tenant compte des différents cas : |Vk € Z ¢ (F) = me~2mlkl




Q20. D’apres le résultat de Q19} on peut déterminer une expression de G(x) pour 2 € R en calculant la somme

Q21.

de deux séries géométriques de raisons respectives e~ 27(171%) ot ¢=27(1+1%) " qont le module est égal a
-2
e <1:

+oo +oo
G(%) _ E 7T6727rn6217rnz + E 7r6727rne7217rna:
n=0 n=1

=2 —27(1—iz)\"™ = —27(1+iz)\"™ 1 1
= ﬂ-( Z (e )+ Z (e ) - 1) = 7T<1 — o—2n(l-iz) + 1 _ e-2n(i+iz) 1)
n=0 n=0

Puisque la fonction exponentielle est continue et (27i)-périodique sur C, en utilisant Uexpression trouvée
on déduit que G est continue (par composition, quotient et combinaison linéaire) et 1-périodique sur R.

Pour tout couple (n, k) € Z?, on note g, j la fonction continue définie sur R par
gn,k(m) _ Cn(F)GQiTrTLxe—2i7Tk‘$ _ Cn(F)e—QiTr(n—k):c

de sorte que, par linéarité de la somme de séries convergentes,
Ck(G) = / G(t)efQMrkt dt = / (Z Cn(F)e2mnt + Z C_n(F)67217rnt>6721ﬂ'kt dt
0 0 n=1

i 1 ,+o© +o00
= /o (Z Ink(t) + > g—n,k(t)> dt
n=0 n=1

Pour tout 2 € R on a [gnx(2)] = |en(F)|, donc d’apres le résultat de QIO ||gnkllo (o1) = len(F)| =

me~ 27"l . la série géométrique 3 me~2™ est convergente, donc les séries de fonctions > gnk €t
n=>0 n=0

> g—ni convergent normalement sur le segment [0,1] et leurs sommes sont continues. Cela permet

nz1

d’intégrer terme a terme : en utilisant le résultat de QIS8],

+oo 1 +oo 1
(@) =Y /0 OLEDS /O gonn(t) dt
n=0 n=1

+oo 1 ) +oo 1 )
_ Z Cn(F)/ e—217r(n—lc)ac dt + Z C,n(F)/ e—217r(—n—k)a: dt
n=0 0 0

n=1

+oo +oo
=> alF)ong+ Y cn(F)o nk = ci(F)
n=0

n=1

Les fonctions F' et G sont continues et 1-périodiques sur R (résultats établis aux questions , Q16| et
Q20}) et pour tout k € Z on a ¢, (F) = ¢ (G) ; d’apres le résultat d’unicité admis, on conclut que F = G.

Q22. D’apres et , pour tout € R on a (aprés quelques calculs)

1 N 1 3 1) B msh(2m)
1 —e 2r(l-iz) © ] _ g=27(1+iz) ~ ch(27) — cos(2mw)

F(z) = G(z) = 7r(




