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EXERCICE 1
Ona:abeR,a#0et
a+b a a 1 1 1
A= a a+b a ) J=11 1 1
a a a+b 1 1 1

Q.1 e J admet trois lignes identiques , donc rg(J) < 1. Comme J # 0, alors rg(J) = 1.
e La matrice J est symétrique et réelle donc elle est diagonalisable (d’apres le théoréme spectral).
Par le théoréme du rang : dim(KerJ) = 3 — rg(J) = 2. Donc 0 est valeur propre de multiplicité m > 2 . Soit A
l’autre valeur propre de J.
La trace de J vaut

Tr(J)=3= > p=m0+\
u€eSp(J)

donc A =3 et Sp(J) = {0,3} .

3 00
Ainsi il existe une matrice P inversible telle que : |J =P.D.P~'=P. o 0 o|.P7!

0 0 O

Q.2 Comme A = aJ +bl3 et que J = P.D.P~!, alors :

A= P(aD +bI3)P~' = P. 0 b o |.P!

3a+b O 0
A est donc diagonalisable et semblable a : | A = 0 b 0

0 0 b

Q.3 A est diagonalisable donc w4 est scindé a racines simples , et on sait que les racines de 7 4 sont exactement les valeurs

propres de A.
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Or Sp(A) = Sp(A) = {b,3a+ b} . Donc |74 = (X —b)(X —3a—1)]|.

Q.4 Onpose A=3a+b.
a) Méthode 1 :

On effectue la division euclidienne de X™ par m4 = (X — b)(X — ) :

X" =Q(X).ma(X) + Ru(X) avec Ry(X) = anX + 8,

En évaluant en les racines b et A de w4 :

ab+ B =0b"
ax+B8=\"
b 1
Comme =b—)A=-3a#0, alors
Al
| b v
S | I\ A AN AT bA
Qp = = ) Bn = = = a5 (bnil - )\’I’L—l) .
—3a 3a —3a —3a 3a

Puisque m4(A) =0, ona A" = R(A) = a, A + 3,13, donc :
I

n - n—1 yn—1 —
A 34 A+3a(b A )Igavec)\ 3a+b|.

b) Méthode 2 :

e On a J? =3J et par récurrence J* = 3¥=1.J pour tout k > 1.

e J et I3 commutent, donc par la formule du binéme de Newton :
- n T —
A" = (a] +bI3)" =) (k>akb =k gk,
k=0
On sépare le terme k = 0 ot JO =15 :

n n 1
A" = b kbn_k.?)k_l.] =T -
3+1§1 (k)a 3+3

(Z) (3a)kb”_k] J=b"1I3 + %[(:m +b)"—=b"]J
k=1

n 7

A
Donc : | A" = b"13 + J avec A=3a+b]|.

A" — b bA
A2
3a + 3a

1
La relation J = g(A — bl3) donne | A™ = (b"_1 — )\"71) I3 avec A\=3a+b|.




EXERCICE II

Soit n>1, P=ag+a1 X +---+a, 1 X" ' € RIX], wp = /™ pour k € [0,n — 1].
e j est racine de X3 —1 = (X —1)(X? 4+ X + 1). Puisque j # 1 donc 1+ j + j2 = 0.
e Soit P(X) =3+ 2X + X2,
Onawy=1,w;=jetwy =752 Onaj?=j.

Puisque P a des coefficients réels : P(j2) = P(j) = P(j), donc

P(w1)P(w2) = P(j)P(j) = |P(j)]* > 0

Ainsi P(wq)P(w1)P(wz2) = 6|P(5)|?> € R . Donc (x) est vérifide.

Q.5 On a
X -1 0 --- 0
0o X -1
Xy (X)=det(XI, = J)=|: - " "
0 X 1
-1 0 -~ 0 X

On le développe selon la premiére ligne, on obtient la somme de deux déterminants d’ordre n — 1 :

X -1 0 0 0 -1 0 0
0 X -1 0 0o X -1 0
xg (X)=X +
0 0 X -1 0 0o X -1
0 O 0 X -1 0 0 X
le premier déterminant vaut
X -1 0 0
0 X -1 0
:Xn—l
0 0o X -1
0 O 0 X
et le second
0o -1 0 0
-1 0 0
0o X -1 0
X -1 1 9
=—1x (=" =) (=) =1
0
0 0o X -1
0 X -1
-1 0 0 X




Q.6 On remarque que : A = aol, + a1J + aoMs + ... + an_1 M, _1 et on vérifie par récurrence que pour 2 < k <n—1:
M, =Jk.

Par suite | A = agl,, +a1J +asJ? + ...+ an,_1J" 1 = P(J) ‘ )

ei2k:7r/n

Q.7 Les racines de x; = X" — 1 sont les w, = pour k € [0,n — 1]. J admet n valeurs propres deux & deux

distinctes, donc J est diagonalisable sur C :

J = Q.Diag(1,wy,ws, . ..,w,_1).Q * avec Q € GL,, (C)

Et on a pour k € [0,n — 1] J* = Q.Diag(1,w¥, wk, ... wk_).Q7 1.
Par suite :

A = P(J) = Q.Diag(P(1), P(w1), P(w3), ..., P(wn_1)).Q".

Donc A est diagonalisable sur C , de valeurs propres P(wy), k € [0,n — 1].
e Si il existe k € [0,n — 1] tel que P(wy) = 0 alors P(w;)--- P(wp—1) =0 € R.
e Supposons que P(wy) -+ P(wp—1) #0 .

Par la formule du déterminant en fonction des valeurs propres :
n—1
det(4) = [[ P(wi) = P(1) - P(w1) - P(wn1).
k=0

» Si P(1) # 0 alors P(w1) - P(wp—1) = d]c:c(({é)l) cR.
» Si P(1) =0 . Posons pour § e R* , Ps =P+ .

On a Ps € R[X] et Ps(1) =3 # 0. D’apres le cas précédent Ps(w1) -+ Ps(wn—1) €R.

Ce qui donne : pour tout 6 € R* la partie imaginaire Im (Ps(w1) - - - Ps(wp—1)) =0 .

Par continuité de ’application z — Im (z) on a :

lim Im (Ps(w1) -+~ Bs(wn—1)) = Im (P(w1) -+ Plwn-1)) = 0

donc P(wy)--- P(wp—1) € R.

Ce qui prouve la propriété (*) .



PROBLEME

Q.10

Q.11

Q.12

a) (ep,...,e,) est une base orthonormée de F'.
n

SoithE,posonsz:x—z<x|ei>ei.

i=0
Pour tout j € [0,n] :
(zlej) =(z|ej) = D (x]ei)ei|ej) =(x]ej) —(x]e;) =0.
i=0 T

n
On a z L e; pour tout j, donc z € F+ . De plus Z (x| e;)e; € F. Par unicité du projeté orthogonal :
i=0

pr(z) = Z (x| e;) e;.
i=0

b) Soit 2 € E . On décompose x comme suit : © = pp(x) + (x — pr(z)) . Puisque z — pr(z) € F* et prp(z) € F,

le théoreme de Pythagore donne :
Izl* = llpr (@)|I* + Iz = pr(2)|* 2 [[pF(2)].
De plus on a

Ipr(2)]* =

n
Donc (z]e)* < |z)?].
i =0

7

On pose F =R, [X], I = [0,+00], et E est I'ensemble des fonctions continues de I dans R telles que t — (f(t))%e~*

est intégrable sur I.

a® + b2
—

e Soit a,b € R . On a (|a| — [b])? = a® — 2|ab| + b*> > 0, donc | |ab] <

e Pour flgc Fettel:

Fnget] < SO+ GO

Les fonctions t + (f(t))%e~t et t — (g(t))%e~! sont intégrables sur I , donc par comparaison, la fonction ¢
f(t)g(t)e™t est intégrable sur I.
e E est un sous-espace vectoriel de € (I,R) :
» La fonction nulle est dans E et E C ¢ (I,R).
» Pour f,ge Eeta,f €R, on a
[(f +Bg) )] = @ (F(1)* + B2(g(1))” +2aBf (t)g(t)

Pinégalité Q11 donne 2a8f(t)g(t) < a?(f(t))? + B*(g(t))?, donc

[(af +Bg) (D] < 227 (f(1))® +26%(g(t))?



Par comparaison la fonction t — (af(t) + Bg(t))?e™t est intégrable sur I, donc af + g € E.
Donc F est un s.e.v de ¢ (I,R) . .
e D’apres Q11, lexpression (f | g) = / f(t)g(t)e " dt est bien définie pour f,g dans E.
» La bilinéarité et la symétrie découlent de la linéarité de I'intégrale.

» Positivité : (f | f) :/ Oo(f(t))Qe—t dt > 0.
0

+oo
» Si(f|f)=0alors / (f(t))*e~"dt = 0, or application ¢ — (f(t))%e~" est continue et positive donc elle est
0

nulle , par suite f(¢) =0 pour tout ¢ € I.

Ainsi (- | -) est un produit scalaire sur E.

Q.13 F =R, [X] est un sous-espace vectoriel de € (I,R) .

Pour P € R,[X], On a (P(t))?e™" = O (t*"e") , donc l'application t — (P(t))%e™" est intégrable sur I , par

t——+
suite P € E. Ainsi F C F , donc c’est bien un sous-espace vectoriel de E.

Q.14 On pose h,(z) = a2"e™* et L,(x) = %h;n)(x)-

a) Soit p < n.

Par la formule de Leibniz :

M) =3 (@ (27)® (o) "),

k=0

!
On a (™)) = o ﬁ'k)‘xn_k pour k < n et (e=®)P=k) = (—1)P~ke=2,

P !
Ainsi pour p < n : | AP (x)=e"* ];) <§> w .(—l)pkanfk !

Sip<nalorsn—k>n—p>1>0,donc: h%p)(O):O pour tout p < n|.
b) On a:

b= S = 43 (1) et

n _1 i

par le changement j =n —k : | L,(z) = E (n) (i .') ! |.
, J J:
j=0

(-1

L,, est un polyndéme de degré n , de coeflicient de plus haut degré : '
n!

w\ _ L [T
Q.15 Soit g € R[X] de degré d € N . Pour calculer <g | A )> = —'/ g(t)h{™ (t) dt
n.Jo

on fait n intégrations par parties :

D'aprés Qld.a , pour p<n AL (0) =0 et b (¢) et (—1)Ptre " .
— 400

Ce qui va permettre , en prenant une borne A, d’écrire la premieére intégration par parties :

+oo A
/ g(t)hw(t)dt:AgTw([g<t>h£r-1><t>}j— / g'(t)h;”-%)dt).

(n-1) (p) ntd—t . (n=1) 117
On a g(0)hYV(0) = 0 et g()hP () ~ Ca(~1)Pt"+de~* donc lim [g(t)hn (t)} — 0 et

t—+o00 A—+o0

+o0 oo
/ g(H)h) (1) dt = — / J (DR (1) dt.
0 0



Q.16

Q.17

Q.18

On suppose pour 2 < k <n—1 que

alors

+o0
[ sona = -v*
0

“+o0
/ g(t)h
0

lim
A—+4o0

(n—k—1)

<[g(k)(t)hn

0

de méme , la limite du terme entre crochets est nulle , ce qui donne

] -

A
/ g® )=k (¢) dt) .

0

“+oo “+o0
/ GO (1) dt = (—~1)F+1 / g* D OREFD (1) dt
0 0

Ainsi pour k£ = n on obtient :

Donc :
<g | hEJ’)> = (—1)"/O
On a -
(9| Ly) = /0 g(t) Ly(t)e tdt = —
(G

Ainsi | (g | Ly,) =

n!

+oo
/ g™ () thetdt |
0

Appliquons la formule de Q15 avec g = L; :

(Li | Ly) =

1
n!

/O - g(t) h

Or deg(L;) =i < j, donc LZ(-j) =0. Ainsi | (L; | L;) =0].

+oo
Une intégration par parties donne / t"e~tdt = n!
0

En appliquant la formule de Q15 avec g = L,, :

<Ln | Ln> =

(=n"

n!

(n)

n

(t)dt

(=D"

n!

+oo
/ LM (1) the ™t dt.
0

+oo
(_1)n / g(n) (t)tne—t dt
0

“+o0
/ g™ () (8) dt
0

L, est de degré n et le coefficient dominant de L, est ﬂ, donc L;”) = % snl=(=1)".

Par suite (L, | L,) = 1.

Donc‘ |IL.|| = 1 pour tout n € N‘ .

On a montré :

e (L;| Lj) =0 pouri#j (Q16),
e (L, | L,) =1 pour tout n (Q17).

Donc (LQ, L1, .

Comme dim F = n + 1, alors (Lo, ...,

Par Q10 , on a pour tout g € F, le projeté orthogonal sur F est :

n:

k=0

,Ly) est une famille orthonormée de F' = R, [X].

L,) est une base orthonormée de F.

(91 L) L.

pr(g) = Z



Q.19 Pour tout N € N, la famille (Lo,...,Ly) est une base orthonormée de Ry[X]. Par I'inégalité de Bessel (Q10b)

Q.20

appliquée dans E avec Fy = Ry[X] :

N
> g | Li)? < Jlgll* < +oo.
k=0

La suite des sommes partielles est croissante (termes positifs) et majorée par ||g||?, donc la série Z (g | Ln)?converge.

n>0
De plus :
+oo
2
> g | La)* <lgl*.
n=0
Soit a > —et go(z) =e "

On a (ga(t))%e~t = e~ (2Dt Cette fonction est intégrable sur [0, +-oo[ car 2a + 1 > 0.
Donc pour tout o > —%, Jo € E.
On a ggb)(t) = (—a)"e~*. Donc d’aprés Q15 :

a” “+o0
<ga | Ln> =7 tne—(1+a)t dt.
n! Jo

Par le changement de variable u = (1 + «)t :

Foo (1+ )t d 1 +oo d n'
tn - (e t — n, —u — .
/0 ¢ (1+a)ntt /0 we du (14 a)t?

Donc :
a’ﬂ

« L’ﬂ = T o171
(90 | L) = (- gy

400 +oo 2n g 2 "

« 1 «
o Ln 2= = .
;QJ | Ln) ; (1+ )2+ (1+a)? — <(1 + a)2>

Onposer:ﬁ. Comme a > —2ona(l+a)?—a?=20+1>0,doncr<1.

La série géométrique > ™ converge et

T = — = o2 = R 3 = .
= 1—r 1 - a8y 1+a)P-a 1+ 2a
Donc : N
S g | Ly = L Gt
~ alem (1+a)2 1420 142a°
Calculons ||gq||*:
2 T ot ot T et 1
ol = TH¥eThdt = TRaride = .
ool = [ et [ o
400 1
Ainsi o | Ln)? = = lgall® |
st 3 | £ = g = ol




