Correction CCINP 2026 - MPI

Exercice 1

Q1.

Q2.

Q3.

Q4.

J a trois colonnes non nulles donc

rg(J) = 1.
1 1
Ainsi dim Ker J = 2 et on remarque que | 0| et [ 1| sont dans Ker J et forment une
0 1
famille libre, donc
1
Ker J = Vect 0,11
0 1

Ainsi J ne peut avoir qu’'une seule autre valeur propre, et elle est simple. Comme tr J est
la somme des valeurs propres de J, cette valeur propre est 3.

1 1
On pourrait aussi remarquer que J [ 1] =3[ 1
1 1

Le sous-espace propre associé a 0 est de dimension 2, et celui associé a 3 de dimension 1,
donc

o O O
w o O

0
J est diagonalisable, semblable a | 0
0

Il existe donc P inversible telle que J = PDP~! avec

D =

o O O
o O O
w o O

Or A = aJ + bl = aPDP~' + bPI;P~" = P(aD + bl3) P~

b
Donc A est semblable a | 0
0

o o O

0
0
+

3a+b

A a deux valeurs propres : b et 3a + b. Or a # 0 donc ces deux valeurs propres sont
distinctes. Donc d’aprés le cours,

le polynéme minimal de A est (X — b)(X — 3a — b).

(a) Il existe @ € R[X] et a, 5 € R tels que :

X"=Qma+aX+p



donc A" = Q(A\)ma(A) + aX+ 5= al + f car ma(N) = 0.

De méme b" = ab + 5.
bA™ — A\b" A — "
Ainsi . _ OAT = AT _ '
insi, par pivot de Gauss, 3 b et a -

Puisque m4(A) = 0, nous avons A" = A + 13 donc
A — b A — \D"

A" = )\—bA+ Y Is.

(b) Un calcul rapide donne J? = 3.J et une récurrence sans pi¢ge donne :

Vk e N*,  Jk =317

Puisque J et I3 commutent, nous pouvons utiliser le binéme de Newton :

VneN, A= (a]+bl;)" =) (Z) a" ok g

k=0
=I5 (Z) (3a)k "% J = b" L5 + j ((3a + b)" — b") J.
k=1

Finalement :

A" =BT + (A" — b .

Exercice 2

Q5. On sait que la somme des racines n-iémes de 'unité est nulle, donc :

1+j5+352=0.

Posons P = X2 4+ 2X — 1. Soit w; = j et wy = 52

Alors, puisque P est réel :
P(ws) = P(wi) = P(w1)

donc P(wy)P(w2) = P(w1)P(w1) € R et finalement
P(w1)P(wsy) € R.

Q6. Grace a des développements par rapport a la premiére ligne :

X -1 0 --- 0 O
o X -1 --- 0 0
X, =] : . : . .
0O 0 O X -1
-1 0 0 0 X
X -1 0 - 0 o -1 0 --- 0
0 X -1 0 o X -1 --- 0
= X |: — | :
0 0 O —1 0O 0 O —1
0 0 O X -1 0 0 X




Q7.

Q8.

Q9.

= X"+ (-1)"x (=)' =X"~-1

Et donc
X, =X"—-1
On remarque que :
111 111
JP=(11 1|, JB=1|11 1], etc
111 111

c’est-a-dire qu’a chaque puissance, les colonnes de J se décalent d’une case vers la droite.
Ainsi,

n—1
= E aka:
k=0

X™ — 1 est scindé a racines simples donc J est diagonalisable. Les racines de X ; sont
1,w,...,w" ! donc

J est diagonalisable, semblable & D = diag(l,w, ..., w

Il existe M inversible telle que J = M DM~ donc Vk € [0,n — 1], J* = MD*M L.
Ainsi :

A= P(J)= MP(D)M* = Mdiag(P(1), P(w), ..., P(w" "))M".

1
Alors det A = det M x P(1) X P(w) x -+ x P(w"™!) x el P(1)P(wy) - - P(wn—1).
e
Or A est réelle donc det A € R et P est réel donc P(1) € R.

e Si P(1) # 0, on peut donc conclure que P(wy) -+ P(w,_1) € R.

n—1

e Si P(1) =0, alorsXA—XH — Wg)-
k=1
Son coefficient de degré 1 est donc (—1)""'P(w;) -+ P(wn—1). Or A est réelle donc Y 4 €

R[X], ce qui permet aussi de conclure que P(wy) -+ P(w,—1) € R.

Dans tous les cas,

P(wy) -+ Plwp—1) € R.

sont deux a deux

(i), P(wn-1)
) € IR%.

On peut donner une autre démonstration plus rapide : les wy,...,w,_1
conjugués, sauf éventuellement si n est pair ou —1 = wy,/». Donc les P
sont deux a deux conjugués, sauf P(—1) si n est pair, mais alors P(—1
Donc P(wy) -+ P(w,_1) € R.



Probléme

Q10. (a)

n
Posons y = Z(x | e;)e; et soit g € F.
=0
n
Alors nous savons que g = Z(g | ei)e;.
i=0

Donc :
n

Wlay =3 > (wlegledesles) =D (] ey e)

car (e; | ex) = 0; -
n

De plus (z | g) = Z(g | ei){x | e;) donc (x —y | g) =0,donz—yeFt
i=0
Par unicité de pp(z), y = pr(x), soit :

n

pr(z) = Z@ | €i)ei.

=0

r = pp(x) + (x — pr(x)) et pp(x) L (x — pp(z)), donc avec le théoréme de
Pythagore :
l2]* = [lpr(@)|* + llz = pr(@)|* = llpr()]

donc

lpr(2)* < .

n

De plus, (eq, . . ., €,) étant orthonormale, et puisque pp(z) = Z(:c | ei)ei, [|lpr(2)]|? =

HQ —

=0
Z(w | e;)?, donc
i=0
> ale)® < .
=0
Q11. Soit a,b € R.
Alors 0 < (|a] — |b])? = a* + b* — 2|ab| donc
2 b2
jab| < 0
Soit f,g € E. Alors pour tout t € R, :
f2(t) + (1)
7oty < 0
donc |f(t)g(t)e™"| < 5 (f2(t)e™ + g*(t)e™).
+0o0 “+oo
Puisque f,g € E, fA(t)e tdt et / g*(t)e'dt convergent. Donc par majoration,
0 0

+0o0
/ |f(t)g(t)e"|dt converge. Cela signifie que
0

4



Q12.

Q13.

Q14.

t— f(t)g(t)e " est intégrable sur I.

La fonction nulle est évidemment dans E.
Soit f,g € Eet A € R. f+ Ag est bien continue sur I et pour tout t € [ :

(f +Xg)2(t)e ™ = fA(t)e ™ + Ng*(t)e "t + 20 f(t)g(t)e™

et t — (f + Ag)%(t)e" est donc la combinaison linéaire de trois fonctions intégrables sur
I : elle l'est donc ainsi et f+ A\g € E.

Par conséquent,

E est un sev de C°(1).

Le fait que (- | -) définit un produit scalaire est quasiment une question de cours.

Si f,g € E, (f | g) est bien définie grace a la question précédente.

La symétrie, la bilinéarité et le caractére défini positif sont a rédiger mais ne posent pas
de probleme.

Soit f € E tel que (f | f) = 0. Puisque t — f2(t)e™" est continue, positive et d’intégrale
nulle sur I, elle est nulle. Or Vi € E, I,e”" # 0 donc f = 0 sur 1.

Finalement (- | -) est bien un produit scalaire sur E.

On sait que E et F sont des sev de C°(I). 1l suffit donc de montrer que F C E.
1
Soit P € F. Par croissances comparées, P*(t)e™" = o (t_z)’ donc par comparaison a une

intégrale de Riemann, ¢ — P?(t)e™" est intégrable sur I, ce qui assure que F C F.

| Alors F est un sev de E.|

(a) Soit A : z — z". On montre aisément par récurrence que pour tout p < n et pour
tout z € R :

Il
3
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&

L, est un polynome de degré n et de coefficient dominant égal a ‘
n!

+00
Q15. Il y a ici une erreur d’énoncé : (g | h@} doit étre remplacé par / g h™.
0

Q16.

Q17.

g et A sont de classe C*, donc sous réserve de limite finie du crochet, on a par IPP :
e 1)+ e 1
| b =g = [ g
0 0

Or ¢ AV est un polynome multiplié par x — e™* grace a la question Q14a, donc par
croissances comparées elle est de limite nulle en +oc.
De plus, toujours avec Q1l4a, (g’h%n_l))(O) = 0. L’'IPP est donc licite et on a :

—+00 “+o00
0 0

Le méme raisonnement peut étre itéré (n — 1) fois supplémentaires car toutes les dérivées
de g sont des polynomes et la question Q14a s’applique toujours, et aprés récurrence on

obtient :
—+o00 —+oo
/ gh = (—1)"/ 9"y
0 0
Ensuite :

400 e” . 1 +00 . —1)" 400 .
It = [ s S @erae =+ [ g < EE [T o,
0 . . . O

c’est-a-dire :

Mais deg L; = ¢ < j donc ng) =0 et donc

(Li | Lj) = 0.

+oo
Pour tout n € N, posons (H,,) : < / t"e~tdt = n! >.
0

+o0
/ t%etdt = [—e’t} SLOO =1=0!
0

donc (Hy) est vraie.
Soit n € N tel que (H,) est vraie. Alors :

t"lemt —5 0 et 0"e’=0 donc [—t"“e*t]m:o
t—+00 0



Q18.

Q19.

Q20.

et on a par IPP :

400 oo
/0 e tdt = [~ e ] T 4 (n41) /0 te”'dt = (n+1) x nl = (n+1)!

et (Hy41) est vraie.
Par principe de récurrence :

+o00
Vn e N, / t"e~tdt = nl.
0

Nous avons vu a la question Q14b que pour tout z € R :

S :Zl (Z) xﬁx”k(—l)”k

Ln(x) =

donc L (z) = (—1).
Alors, avec la question Q15 :

(_1)271 e (n) n, —t 1 e n,—t
(L | Loy = ~—— LI (t)tre tdt = tmetdt
(n)? Jo 0

et donc avec le premier résultat :

(L | L) = 1.

On en conclut que (L, L1, ..., L,) est une famille orthonormale de F. Elle est donc libre
et comme dim F' = n + 1 = card(Lyg, L1, ..., Ly),

(Lo, L1, ..., Ly,) est une base orthonormale de F.

La question Q10a assure alors que :

n

Vg€ E, prl9) =) (g]|L)Li

1=0

La série Z(g | L,,)? est croissante car a termes réels positifs, et avec la question Q10b,

neN
elle est majorée par ||g||*. Donc

—+00
> (g | Ln)? converge et Y (g | Ln)* < [|g]|*.
neN n=0

1 1
Soit o > —5 La fonction g, est bien continue sur I. Soit 5 € R tel que —3 <p<a.
Alors pour tout z € R}, ax > Sz donc 0 < go(z) <e P et 0 < g2(z) < e 27

1
Donc 0 < g2(z)e* < e=1729% or —1 — 28 < 0 car 3 > —3 donc z + (717207 egt

intégrable sur I et par comparaison, x — g2 (z)e® est intégrable, donc

7



+oo “+oo
De plus, [|gal/* = / ga(x)e *dr = / o~y =
0 0

On a vu a la question Q14b que pour tout x € R :

Ln(z) = zn: (Z)x(n_;k)!x"—k(—m—k

k=0

1
14 2a°

donc :

el 1) =3 () [ ety

k=0

Comme a la question Q17, on montre par récurrence que pour tout j € N :

+oo ] j'
/ e—(1+01)$x]dx = —
0 (1+a)t

Donc :

"\ ()t LN 1 ()
L — — 1 p— pu— .
<goc| n> L <k) (1+a)n—k+1 14+« X ( 1+a) 1+« <1+O&)

1 1 a 1 a \?
Or 0 < <2 ——<ad =1- €l—-1,1/d €0, 11.
' I+« g = Oncl—i—a I+a ] | onc<1 a) 10,11
Donc Z(ga | L,)? converge et :
neN
+00 +00 2 n
1 o 1 1
> ool 1) = rap - (Thap) = arap < o
— (I+a) = \(1+ao) (14 «) 1~ qiap
B 1 1
C(1+a)2-a? 1+2a
D’ou
400
> (90| Lu)* = llgall*.
n=0




