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MATHEMATIQUES

— une proposition de correction —

EXERCICE 1 — Réduction de matrices par blocs

Partie | — Etude d’une premiére forme

1.1 — Etude d’un exemple

Q1. Puisque A est une matrice diagonale, elle est, en particulier, symétrique (et a coefficients réels), donc :
AT AT A A
T _ _ _
M —(4T 4T>—(4 4>—M

M est donc une matrice symétrique réelle : par le théoréeme spectral, M est diagonalisable.

Q2. Puisque la troisieme colonne de M coincide avec sa premiere, et comme la quatrieme colonne de M est identique
a sa deuxieme, on justifie rapidement que rg(M) = 2 (les deux premiéres colonnes de M étant linéairement
indépendantes). Par la formule du rang, on en déduit que dim(Ker(M)) = 2, si bien que 0 est une valeur propre
de M, et, comme M est diagonalisable, 'ordre de multiplicité de 0 en tant que valeur propre de M vaut :
dim(Ey(M)) = 2.

1 1
. 1 1 . 0 0 .
De plus, puisque A x (O) = <0), on montre facilement que M x 1= 2 RE et donc 2 € Sp(M), et aussi
0 0
dim(Ep(2)) > 1.
0 0
R 1 rNeas 0 0 1 1 )
De méme, on déduit de 'égalité A x 1) = 2 1) aue M x ol = 4 ol donc 4 € Sp(M) et dim(FEr(4)) > 1.
1 1

Ainsi dim(Ep(0)) + dim(Ea(2)) + dim(Exp(4)) 22+ 1+1=4...
mais, d’autre part, dim(Ep(0)) + dim(Ep(2)) + dim(Ep(4)) < 4.
Par conséquent, dim(£;(0)) + dim(Exs(2)) + dim(Eys(4)) = 4, ce qui entraine les égalités :

dim(Ep(2)) = 1 = dim(Ey (4)), et Sp(M) = {0,2,4}

Q3. Puisque Sp(M) C Ry, M est une matrice symétrique positive... et comme 0 est une valeur propre de M, M
n’est pas définie positive.

1.2 — Réduction de la matrice M

Q4. Par un simple calcul matriciel, on constate que P x % <I" I”) = % <21” O”) =Iq,.

, . . . I -1
Par conséquent, la matrice P est inversible et P~ = % < " ”)

Q5. Un nouveau calcul matriciel permet d’obtenir :
_ 1/1, -1 A A I I 1/1, -1 0, 24
1 _ = n n n ny _ = n n n
P MP2<In In>X(A A>X<—In In)2<1n 1n>x(on 2A)

o N . _ O, O,
Ainsi, M est semblable a la matrice D = (On QA)'

0, O,
0, 24



Q6. Pour tout A e R :

Qr.

Qs.

A, — A —A
Xar) =70, - A‘
A, —A —A . .
=\ —24 M. —24| effectuant les opérations L; «— L; + L;_,, pour tout i € [n+ 1;2n]
A, —A .. ) )
= 0, A, — 24 en effectuant les opérations C; +— C; — C; 1, pour tout ¢ € [1;n]

= det(Al,,) x det(Al,, — 2A4) car le déterminant précédent est triangulaire par blocs

A
= A"det(I,,) x 2" det <2 I, — A) par n-linéarité du déterminant

A
- v 3)

Par conséquent :

AESP(M) <= xu(\) =0 <= A"2"x4 <;\> =0 < )\:Oou%eSp(A)

Finalement, Sp(M) = {2X\; A € Sp(A)} U {0}.
o Montrons que (i) = (ii)

Supposons donc que @ est un polynéme annulateur de A et que Q(0) = 0.

k
1 k
Comme on vérifie facilement que, pour tout k£ € N, (2 D) = (8” 22), il vient :

d
1 d 1 \* ¢ oF 0 > @O O, Q0,) ©
— D) = - D — n n — k=0 — n n
Q(2 ) ;)q’“(z ) 2 (On Ak) o0 %o ( 0, Q(A))
k=0

Puisque Q(A) = O, et comme Q(0) = 0, ce qui entraine gy = 0, et donc Q(O,,) = qol,, = O, on déduit
du calcul précédent que @ (% D) =09, :Q (%) est donc un polynoéme annulateur de D.

e Montrons que (i) = (i)

Si Q@ (5) est donc un polynéme annulateur de D, alors, en reprenant le calcul ci-dessus :

(Qg?) Q?Zx)) = Oz

En particulier, Q(0,) = Q(A) = O,,.
Par conséquent, @ est un polynéme annulateur de A, et comme Q(O,) = gqol,, 1'égalité Q(O,) = O,
implique go = 0, autrement dit Q(0) = 0.

e Supposons M diagonalisable : il existe alors un polynéme @) € R[X] scindé a racines toutes simples annu-

lateur de M.

Comme M et D sont semblables, on en déduit facilement que @ est aussi un polynéme annulateur de D.
Considérons alors le polynome R = Q(2X) : celui-ci est encore scindé & racines toutes simples (il suffit
d’expliciter @ sous forme factorisée pour s’en convaincre), et vérifie R (% D) = Q(D) = Ogy,.

Par Q7., on en déduit que R(A) = O,, : R est donc un polynéme annulateur de A, et comme R est scindé
a racines toutes simples, on en déduit que A est diagonalisable.

e Supposons A diagonalisable : il existe alors un polynéme @ € R[X] scindé a racines toutes simples annulateur

de A.

Si Q(0) # 0, le polynéme X@Q est également scindé a racines toutes simples (puisque 0 n’est alors pas
racine de @), et est « encore » un polynéme annulateur de A : on peut donc, quitte & remplacer @) par X @,
supposer que Q(0) = 0.

Par conséquent, d’apres Q7., le polynéme R = @ (%) est un polynéme annulateur de D, scindé a racines
toutes simples... et comme D et M sont semblables, on en déduit que R est aussi un polynéme annulateur
de M.

Par conséquent, M est diagonalisable.



Partie Il : Etude d’une seconde forme

k k
Q9. Raisonnons par récurrence en notant, pour tout k € N, Z(k) : M* = (A kA )

0, A
0 0

o MO=1,, et (gn Ojﬁ)) = (3; ?:) = Iy, donc Z(0) est vraie.

e Soit k € N tel que Z(k) est vraie. Alors :

Ak Ak A A AP x A AR x A+ kAR x A AR (| 4 1) AR
Mk:H—MkXM_(On A’“>X<On A>_< On AF x A >_(on ( A’“)“ )

Donc Z(k + 1) est vraie.

s . ) & AF AR
D’apres le principe de récurrence, pour tout k € N, M* = .

0, A*

d
Q10. Pour tout polynéme @ € R[X], en écrivant Q = > ¢ X%, il vient :

k=0
> At Y qukAb
d d qk qrk
Ak Ak — — A) AQ'(A
QM) = Z%Mk = ZQk (O Ak ) =2’ = = <Q( ) 52(1(4)))
k=0 k=0 " > 0, Y g Ak "
d’apres Q9. k=0 k=0

Q11. Commengons par observer que, puisque S(M) = Os,, d’apreés l'explicitation vue en Q10., S(A) = O,,, donc A
possede un polynéme annulateur scindé & racines toutes simples, et donc A est diagonalisable. Il existe donc une
matrice inversible B € GL,,(R) et une matrice diagonale C € .#,,(R) telles que B~1AB = C.

, d d
Ecrivons alors S = > ap X*. Ainsi, S’(A) = Y arA*, et donc :
k=0 k=0

d d d
B'S'(AB=Y aB'A*'B=Y ar(B'AB)" =Y aC"
k=0 k=0 k=0

d
Puisque C est une matrice diagonale, pour tout k € N, C* est diagonale, donc Y a,C* aussi. Ainsi, S’(A) est

k=0
diagonalisable.
M O -0
De plus, en écrivant C' = O h R , par les calculs précédents, il vient :
. o
0 0 M
d k
A0 0 ,;::0““1 0 0 S'A) 0 -0
d PR U :
k=0 N ¢ : 0 : 0
0 0 A d 0 - 0 S\
" 0 e 0 Y apAE (An)
k=0

Par conséquent, Sp(S’(A)) = {S'(A\); A € Sp(A)}.
Q12. On vient de justifier que les valeurs propres de S’(A) sont les réels de la forme S’(\), ot A est une valeur propre
de A.

Comme S est un polynéme annulateur de A (vu au début de Q11.), pour tout A € Sp(A4), A est racine de S, et
puisque les racines de S sont toutes simples, S’(\) # 0.

On vient de justifier que 0 n’est pas une valeur propre de S’(A) : S’(A) est donc une matrice inversible.

!
Or S(M) = (S(()A) Ag(ﬁ{)l)) : puisque cette matrice est nulle, en particulier, AS'(A) = O,, et comme S’(A)

est inversible, on en déduit que A = O,,.

Partant de ’hypothése (formulée en préambule de Q11.) que M est diagonalisable, on vient de montrer que
A=0,.

Réciproquement, si A = O, alors M = Os,,, donc M est diagonalisable (car diagonale).

Finalement, M est diagonalisable si et seulement si A = O,,.



EXERCICE 2 — Autour de la loi géométrique

Partie | — Etude de la variable aléatoire S,

Q13. Puisque, pour tout k € [1;n], Xp(Q) =N*, S, (Q) ={keN; k >n}.

1-p

1
Q14. Puisque X; ~¥(p), E(X;) = » et V(X;) = =

Comme, pour tout k € [1;n], X suit la méme loi que X, on en déduit :

E(S,) =E(X1)+---E(X,) = n par linéarité de I’espérance
p

n(l—p)

P par indépendance de Xq,..., X,

Q15. Puisque ((Y =0),...,(Y =n),...) est un systéme complet d’événements, la série > P(Y = n) est convergente
(et sa somme vaut 1) : la série entiere Y. P(Y = k)t* a donc un rayon de convergence supérieur ou égal a 1.

k>0
t
Q16. Comme, pour tout k € [1;n], X ~¥4(p), Gx, : t — . P -
—q
Puisque X1, ..., X, sont mutuellement indépendantes, pour tout ¢t €] — 1;1][ :

GSn(t)—GXl(t)x...xGXn(t)_< pt )"

1—gqt

Q17. On connait le développement en série entiere de x — =, pour tout n € N* :

R
1)

Vel —1;1], ! - = 1 io k(kfl)...(kf(n,1)+1)xk7(n71): Jio ( k >zk(n1)

(1—2x) (n—1)! k=n—1 k=n—1

Par conséquent, pour tout ¢ €] — 1;1] :

(pt)"
(1—qt)"

= (pt)" iol <n ﬁ 1) (gt)F~(~ Y

k=n—

400 k
—_ Z < )pnqk (n— 1)tk+1
£ n—1

(pt)"(1 —qt)™" =

|
+?T‘
8 3
N
I >
I
—_
~__
3
El
|
3
-
>~

De plus, par définition de G, , pour tout ¢ €] — 1;1] :

(pt)™ (1 — qt)~ ZP )tk:iOP(S =
k=n

S, (Q)={keN; k>n}

On en déduit, par unicité du développement en série entiere, que, pour tout entier k > n

k—1
P(Snzk‘): ( >pnqk n

n—1

Partie Il — Loi de la variable aléatoire V,

Q18. Pour tout k € N*, (X7 > k) = U (X1 = ?), donc, puisque les événements de la forme (X7 =¢) (ou f > k+1)
k41
sont deux a deux incompatibles :

+oo
P(Xy > k) = Z P(X =Y ¢ 'p= qu”’“—pq’“Zq = ¢

1 —q
=k+1 l=k+1



Q19. Pour tout k € N*, (V,, < k) = ﬂ (X; <k)= ﬂ (X, > k), donc, par indépendance de Xq,..., X, :

P(V, <k) = ﬁp((Xj > k)) = ﬁu —P(X; > k) =(1-g")"

Q20. Puisque V,, est a valeurs dans N*| V,, posseéde une espérance éventuellement infinie, et :

too +oo +o00 LS
E(V,) =Y PVa2k) =) P(Va=l+1)=> P(V,>()= +2(1 — PV, <))
k=1 £=0 = £=0

=0
Comme, d’apreés Q19., pour tout £ € N, P(V,, < ¢ (1 — qé)n (égalité valable aussi pour ¢ = 0) :

) =
1-P(V,<0)=1- zn: (”) (—¢")" = ng’ — zn: (”) (-¢")" = ng'+o(¢") ~ nd

] - i
im0 \* im2 \! oo Foo

car qlZ — 0
£L—+o00

Comme 0 < ¢ < 1, > ¢° est une série géométrique convergente, donc > nq’ converge aussi, puis, par comparaison
de séries a termes positifs, Y (1 — P(V,, < {)) est convergente.
—+oo
Par conséquent, V,, est d’espérance finie et E(V,) = Z (1 — (1 — q[)n).
£=0
Q21. Comme on 'a précédemment évoqué, V,,(Q2) = N*.
De plus, pour tout k e N* (V,, < k)= (V,<k—-1)U(V,=k) (danslecasou k=1, (V, <k —-1) = (V, <0)
est événement impossible, et ’égalité demeure valable).
Puisque (V,, <k —1) et (V;, = k) sont incompatibles, P(V,, < k) = P(V,, <k —1)+ P(V,, = k), et donc :

P(Vo=k) =PV, <k)-P(Voa<k—-1)=(1-¢")" - (1-¢""

Cette égalité est encore vraie pour k = 1 (méme si I'égalité P(V,, < k—1) = (1— qk_l)n n’avait pas été
précédemment justifiée pour k = 1... elle est pourtant clairement vraie).

Partie 11l — Equivalent de I'espérance de V,,

Q22. e Pour tout z > 0, ¢° = exp(zln(q)), et comme g €]0;1[, In(q) < 0, donc = — x1n(g) est décroissante sur
[0; 400l
Par croissance de exp, x — exp(xIn(g)) est décroissante sur [0;+o0[, et donc & — 1 — exp(zln(q)) est
croissante sur [0;+oo[ et & valeurs dans [0;1].
Or t — t" est croissante sur [0;1] : x — (1 — ¢%)" est donc croissante sur [0; +oc[, si bien que la fonction
©n, est décroissante sur [0; +00l.

e (o, est continue et positive sur [0;+oo.

De plus, puisque 0 < ¢ < 1, ¢* — 0, donc :

r——+00

on(x)=1-(1-¢%)" = 1-(1-ng"+0(¢") = ng"+o(¢") ~ ng®=nexp(zin(q))

r—+00 r——+0o0 r——+00

—+oo —+o0
Comme In(q) < 0, / exp(zIn(q)) dx est convergente, donc / nexp(zln(q)) dx aussi.
0 0

+oo
Par comparaison de fonctions positives, on en déduit que / ©n(z) da converge aussi, done, comme ,,
0

est & valeurs positives, ¢,, est intégrable sur [0; +oo].

k+1
Q23. Puisque ¢, est décroissante et continue sur [0;+oo[, pour tout k € N, / en(t)dt < o, (k) et, pour tout
k

i (1)
k> 1, on(k) < / on(t) dt.

k—1

(2)



Q24.

Q25.

Etant donné K € N*, en sommant (1) de 0 & K et en sommant (2) de 1 & K, il vient, par la relation de Chasles :

K+1 K K
/0 Z SDn 907: ) + /0 ‘Pn(t) dt

en ajoutant ¢, (0) de part et d’autre

Comme on a montré en Q20. que la série > ¢, (k) est convergente, et puisqu’on vient d’établir 'intégrabilité
(k>0)

de ¢, sur [0;+o0], les trois quantités considérées ont une limite finie lorsque K — +00, et donc, par passage a

la limite dans une inégalité large :

400 400 +o00 o0
/0 a(1)00 < 3 ) = BIVR) < nl0) + / pnlt)dt =1+ / on(t)dt

1

1—u”

Appliquons, comme indiqué, le changement de variable défini par u = 1 —¢* a 'intégrale / 1
0

du : puisque

x— 1—¢® = 1—exp(xIn(q)) est de classe ¢! et strictement croissante sur [0; +o0[ (a valeurs dans [0; 1[), on peut

1w te (1 —g")"
écrire du = — In(q) exp(z In(q)) dz et les intégrales / 1 du et / T (—1In(q) exp(z1n(q)) dx)
0 —U 0 —U—q

ont la méme nature.

110" e yn o
Comme T (—1In(q) exp(z1n(q)) dz) = —In(q) (1-(1-=¢%)") da, cette derniére intégrale
0 — U= 0

n

1
converge (vu en Q22.), donc / 1 du converge et :
0

—u
1 n —+oo
1—
/0 1_1; du = fln(q)/o on(x)de
1—u
Pour tout u € [0;1], 1 = Z u¥, donc, par linéarité de I'intégrale :
[
1 k+1 1 n—1 n
1—u” 1 1
du = kdqu = —_ | = - st
[T e S [E] -8 -2

1
Puisque Z T ol In(n), on déduit du travail précédent et de Q24. que :

+oo n(n
/ on(z)dz  ~ ()
0

n—-4o0o ln(q)

00 —+o00
En particulier, on(x )dx —> +00, et donc, comme, d’aprés Q23., 0 < E(V,,) —/ on(t)dt < 1, on
0 0

n—>+oo

“+oo
en déduit que E(V,) — = o0 (/ on(t) dt)7 et donc :
0




EXERCICE 3 — Résolution d’une équation différentielle non ordinaire

Partie | — Généralités

Q26.

Q27.
Q28.

Q29.

S est une partie de D(R, R), et
e la fonction 0 identiquement nulle est dérivable, et vérifie, pour tout x € R, 0/(x) = 0 = 0(\z), donc 0 € S, ;
e soient (v,pu) € R? et (f,g) € S3 : vf + ug est dérivable sur R et, pour tout z € R :

Wf +ng)' () = vf'(2) + pg' () = vf (M) + ng(Ax) = (vf + ng)(Ax)

Par conséquent, vf + pg € Sy.
Sy est donc un sous-espace vectoriel de D(R, R).
S est ’ensemble des solutions de I’équation différentielle ¢y’ =y : donc S1 = {z — aexp(z); a € R}.

Si f: R — R est une fonction vérifiant (Ey), alors f’ est constante : f est donc une fonction affine.

Réciproquement, si f est une fonction affine, il existe (a,b) € R? tel que f : x — ax +b : f est alors dérivable et,
pour tout z € R, f'(z) = f(0.x) si et seulement si a = b.

Par conséquent, Sop = {x — ax +a; a € R} = Vect(z — z + 1).

Si f : R — Rest une fonction vérifiant (E_1), alors la fonction f est dérivable et, pour tout € R, f'(x) = f(—x):
par conséquent, f’ est dérivable (puisque c’est la composée de f et de z — —z, qui sont toutes les deux dérivables),
autrement dit f est deux fois dérivable, et, pour tout = € R, f"(z) = —f'(—z) = —f(—(—=x)) = — f(2).

Par conséquent, f” + f = 0... et donc f est de la forme z + acos(x) + Bsin(x), ou (o, 3) € R? (résolution
« usuelle » & I'aide de I’équation caractéristique).

Ainsi, si f € S_4, alors f est de la forme = — a cos(x) + Bsin(x), ou (a, 3) € R2.

Réciproquement, considérons une fonction f de la forme z — «cos(x) + Bsin(x), ot (a,3) € R? : une telle
fonction est dérivable, et, pour tout z € R, f/(x) = —assin(x) + f cos(x).

Ainsi, f € S_; si et seulement si, pour tout z € R :

—asin(x) + B cos(x) = acos(—x) + Bsin(—z) = acos(z) — fsin(x)
I (x) f(=z)

Autrement dit f € S_; si et seulement si, pour tout z € R, (8 — a)(sin(z) — cos(xz)) = 0. En évaluant, par
exemple, cette derniere égalité en 0, on en déduit que § — o = 0, ce qui est clairement une condition suffisante
pour que ladite égalité soit valable pour tout = € R.

Finalement, S_; = { — acos(z) + asin(z) ; @ € R} = Vect(cos + sin).

Partie Il — Solutions développables en série entiére

Q30.

Q31.

Q32.

‘ (n+1)n Lt
(n+1)!

Pour tout x € R*, pour tout n > 0, ‘ 5 =
Az

n!

SEEEE el D x ] el

n+1 - on+l T+l

puisque —1<AL1

[A

‘ (nt)n  nt+1

|$| (n+1)!
0, par convergence par encadrement,
n(n—1) _n
+ 1 n—+oo ‘)\7 x
n!

0.

n—-+oo

Comme
n

7L(n. H T

Par conséquent, d’apres la regle de d’Alembert, la série Z
n>=0

— est (absolument) convergente, quelle que
n!

n(n 1) 1‘
soit la valeur de x € R : le rayon de convergence de la série entiere Z — est donc +oo0.
n!

n=0
En tant que somme d’une série entiere dont le rayon de convergence est infini, ¢ est dérivable sur R.
De plus, pour tout x € R :

= n(n n(n—1) ’n,,f[' -1 Teo n(n—1) :L'n71 oo (n+1)n ’I’L = n(n 1) x)n
(n — 1)' ~—— n!
n=1 n=1 n=0 n(n—1) n=0
=T 2 xAm

Donc ¢ € S.

En tant que somme d une série entiere dont le rayon de convergence est infini, f est dérivable sur R et, pour

tout z € R, f'(x Z a,nr" T = Z ant1(n+1)z"



Q33.

—+oo
Si f est solution de (E)), alors, pour tout = € R, Z ant1(n+ 1)z Z apA\"x".
n=0
Par unicité du développement en série entiere, on en déduit que, pour tout neN, (n+ Dapt1 = \"ay,.

D’apres Q32., si f est solution de (E) ), alors, pour tout n € N :

)\n—l )\n—l )\n—2 )\n—l )\n—2 )\O %
anp = X Qp—1 = X X Qp_g =+ = X X oo X —ag = X agp
n n n—1 n n—1 1 n!

_aln=D+(n=2)+ 40
—Aln—DHon o H0

+o00 n 00 n

. . n(n—1) €T n(n—1) I
Ainsi, pour tout z € R, f(z) = E AT 2 Xag X oy = a0 E AT 2 ol app(x), donc f € Vect(yp).
n=0 ’ n=0 :

Réciproquement, si f € Vect(p), on vérifie facilement que f est solution de (F)), puisqu’on a vu que ¢ est
solution de (E)), et I'ensemble des solution de (E)) est un espace vectoriel.

Finalement, f est solution de (F)) si et seulement si f € Vect(y).

Partie 11l — Détermination de toutes les solutions

Q34.

Q35.

Q36.

Q37.

Raisonnons par récurrence et posons, pour tout n € N, &Z(n) : « f est de classe €™ sur R et, pour tout ¢ € R,

‘n('n

SO = N RO 0.
e Puisque f € Sy, f est dérivable, et donc continue, et, pour tout t € R, (0 (t) = f(t) = AP F(A\%).
Z(0) est donc vérifiée.
e Soit n € N tel que & (n) est vraie : f est donc de classe €™ sur R et, pour tout t € R, R (t) = A FOAt).

Puisque [ est supposée dérivable (en tant que solution de (E))), t (A\"t) est dérivable : par
I’égalité précédente, on en déduit que f est de classe "' sur R, et, pour tout ¢ € R,

FOED(@) = A5 AT (M) = AT X AT (A x AM) = AT
car f € Sx :Aw
P(n+ 1) est donc vraie.
On conclut par le principe de récurrence.
Soit n € N.
Pour tout ¢ € [—a;al, puisque z € [—a;al, (0 <)|(z —t)| < 2a, donc |(z —t)]" < (2a)".
D’autre part, d’apres Q34., pour tout ¢t € [—a;d] |f nt) (¢ | = ’)\(HH)H |f()\"+1t)| < |f()\"+1t)|

puisque —1 < A K1
Toujours parce que —1 < A < 1, |)\"+1t’ < |t| € a. Puisque f est continue sur le segment [—a;al, f est bornée
sur cet intervalle, et il existe donc A € R, (indépendant de n) tel que, ¢t € [—a;a], |f(A"T1t)] < A.

(20)" Qo

Ainsi, pour tout t € [—a;al, |gn(t)| < |
n!

n

X A : gp est donc bornée, et [|g, | <

Par croissances comparées,

— 0, puis, par convergence par encadrement, ||g,|,, —> 0.
n! n—+4oo n—-+oo

Donc (gn)nen converge uniformément vers la fonction nulle sur [—a; al.

T
Comme z € [—a;al, (gn) converge uniformément sur [0;z] ou sur [z;0], donc / gn(t)dt oy 0.
0 n—-+oo

Ainsi, en utilisant la formule de Taylor avec reste intégral :

n (k) T (m _ t)n z
W p(ntl) —
z o= [ e wa= [ amar = o

f > *°°f<>k

z¥ est convergente, et Z " = f(x)... et ce, pour tout = € [—a;a], a étant

Par conséquent, Z

un réel strictement posmf quelconque : I'égalité precedente est donc valable pour tout z € R.

On a ainsi établi que f est développable en série entiere sur R.

On a montré, dans cette troisieme partie, que si f € S, alors f est développable en série entiere, et donc,
d’aprés la deuxiéme partie, f € Vect(yp) : ainsi, Sy C Vect(p).

La réciproque a déja été évoquée en Q33., donc Sy = Vect(yp) : (¢) est donc une famille génératrice de Sy, et
comme elle est formée d’une seule fonction non nulle, elle est libre, et forme donc une base de S).

En particulier, dim(Sy) = 1.



