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EXERCICE 1

Soit n > 5. C,,—1[X], muni de la base canonique # = (Py,..., P,—1) avec Pj(X) = X’. L’endomorphisme u est
défini par w(P)(X) = P(X +1).
1 > Etude de u.
1.1. Soient P,Q € C,,_1[X] et A€ C. On a:

UAP+Q)(X) = AP+ Q)(X +1) = AP(X +1) + Q(X 4+ 1) = Mu(P)(X) + u(Q)(X).

Donc u est linéaire. De plus, si deg(P(X)) < n—1, alors deg(P(X 4+ 1)) = deg(P(X)) <n—1, donc u est
bien un endomorphisme de C,,_1[X].
1.2. Expression de u(P;) dans % . On a u(P;)(X) = (X + 1)7. Par la formule du binéme de Newton :

u(P)(X) = (X +1)7 = i: (é)xm = EJ: (i)Pm(X).

m=0 m=0

J .
Donc dans la base % : |u(P;) = Z (g@) P, ,pour j € [0,n—1]|

m=0

1.3. La matrice M est donc triangulaire supérieure :

j-ieme
)
1 1 1
0 1 ‘7 ("7
M= 0 0 :
1
o0 --- 0 1

1.4. M est triangulaire supérieure avec tous les coefficients diagonaux égaux & 1. Donc : ’ X (X)=(X-1)" ‘ .

1.5. On a Sp (u) = {1} . Si u est diagonalisable alors v = id, absurde (car n > 1) .

Donc u n’est pas diagonalisable .
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1.6. On a det (u) = det (M) = 1, donc u est un endomorphisme inversible, ainsi « est un automorphisme.
Comme u(P)(X) = P(X + 1) alors u }(P)(X) = P(X — 1) .
1.7. M~ est la matrice de u~! dans % . On a

m=0 m=0 m
donc
j-ieme
il
I (=1)7~t (=)t
0 1 (=17 () ="
M7= 10 o0
1
0O 0 --- 0 1

1.8. Soit k € N . On a par récurrence : ’uk(P)(X) =P(X+k) ‘ .
2 > Soit A =u —id.
2.1. Par le théoreme de Cayley-Hamilton : x,(u) =0 . On a x,(X) = (X —1)" donc (u —id)” = 0 . Ainsi
A™ =0 et A est nilpotent .
2.2. On a Sp(A) = {0} . Si A est diagonalisable alors A = 0 et u — id , absurde . Donc A n’est pas

diagonalisable.

3 > On a A =u — id est nilpotent d’indice n, donc A™ = (u —id)"™ = 0.

La formule du bindme donne : .
(w—id)" =Y (Z) (—1)"Fuk = 0.

k=0
On l'applique & P € C,,_1[X] , avec u*(P)(X) = P(X + k) :

i( ) )"FP(X + k) =0.

Le terme k = n donne (7)(—1)°P(X +n) = P(X +n), et les coefficients des autres termes sont dans Z.

On a donc : | P(X +n) + Z "k<) (X+k)=0




—+oo

EXERCICE 2

1
Soit a € R, ((s) = Z — pour s > 1, ef ¢(2) = %2.
n=1
1> Ona——— a2 Mo 2 La série de Riemann Z — converge . Par comparaison, la série Z e converge.
ac n—+oo N a

t

2 > Soit f:t+— M )

e En0:

3> Pourt>0,onae?t

Onae'—1 = t+o(t) et sin(at)
t—0+ t

f est prolongeable par continuité en

oEn+oo.( )
sin(at 1 1

< ~Y
Ona e’f—l‘_et—let et —1 t—+o0

Comme la fonction ¢t — e~

t est intégrable sur [1,+o0l,

— at+o(t),d H = a
=, +o(t) oncf()t%ma

0. Donc elle est intégrable sur ]0,1] .

eft

Par comparaison f est intégrable sur [1, 400 .

Ainsi f est intégrable sur ]0, +o00 .
€10,1[. Donc

1 —kt
-1 1-ct Ze

+oo
4 > On a, pour k > 0, [sin(at) e™*| < e™™ donc I'intégrale I = / sin(at) e " dt converge .
0

m k+ia
N a? + k2

5>

On a

too 1 . +oo 1
I =Im </ elatg—ht dt> =Im {_e(”k)f} =TIm ( -
0 —k +ia 0 k —ia

+o0 a
Ainsi : / (sin(at)) e *t dt =
0

a? + k?

e Montrons que : Vz € R,

Soit « € R, par le T.A.F entre 0 et z

|sinz| < |z|.

, 1l existe ¢ € R tel que |sinz| =

e On utilise le théoréeme d’intégration des séries de fonctions :

Posons f, : t + sin(at) e™™ |t € |0, +o0] .

» Chaque f,, est continue par morceaux et intégrable sur [0, +o00].

+oo
D’apres Q4 : /0 fn()dt = ﬁan , pour tout n >1 .

» D’aprés Q4 , la série Y f,, converge simplement sur [0, +oo[ vers f : ¢t —

» Convergence de la série Z /

n>1
On a pour ¢t >0

Donc

On integre par parties :

+oo
/t
0

e "M dt = [

[fn ()] dt :

[fa(t)] = [sin(at)

+o0 —+o0
/ | fn(t)] dt < \a|/ te " dt
0 0

e—nt’ S |Clt | e—nt

|
=0

et

|cos (¢) x| < |z| .

sin(at)
—-1 -

—temmt ] e 1
|l [ a2
n 0 n Jo n

D’ou le résultat.



donc

/mlfn( Hldt < = Jal
0

Par suite Z / | fn(t)| dt converge .

n>1

Le théoréme d’intégration des séries de fonctions , permet d’intervertir Y et [ :

+oo +oo +oo +o0 a
/0 f(t)dtnz_:l/o fu(t)dt = Zm

n=1

+oo
Lo sin(a
Ainsi /0 =a E pEa k:2

1
6 > Posons pour k 211 et z €10, +o00] , ug(z) = ek
On a |ug(x)| < — e , donc la série de fonctions Y uy converge normalement et uniformément sur |0, +o00] .
E>1

Chaque u; admet une limite en 0 , le théoreme d’interversion des limites permet d’écrire
+o00 1 +oo 1
lim

a0 £ a2+k2:;iH0a2+k2 Z;@

+oo 1 7T2
Donc : i%k po — a

t
7 > Développement en série entiére de H : a — / 81tn(a 1) dt .
7.1. Soitae€]-1,1[et k>1: On a
1 1

1 = a\2n
a2

Dou a2+k2:k2z ( )

7.2. Soit a € ]—1,1[. D’apres les questions 5 et 7.1 :

“+o00 +oo +oo
H(a)zaZaQJer— ZZ k-2n+2
k=1 k=1n=0
a2n
Pour intervertir les deux sommes on montre la sommabilité de la famille : u = ((—1)"%+2> .
k (k,n)EN*xN
* | |2n+1 , P _ |a| 1
e Pour k£ € N* fixé la série Z Gtz converge ( elle est géométrique) et de somme o, = 2T T
n>0 1= (%)
|al :
e Onaor ~ — ,donc la série o converge .
F k—+oo k2 Z b &

E>1
La famille u est donc sommable, ce qui permet d’écrire

+oo +o0 2n +oo +oo 1
— _1\n,2n+1
B az Z k2n+2 B Z (=1)"a Z L2n+2
n=0 k=1 n=0 k=1



+oo
Ainsi |Va € ]-1,1[, H(a) =Y (-1)"¢(2n+2)a®" " |

n=0
—+oo
7.3. H est définie, sur |—1, 1], comme la somme d’une série entiére Z(—l)”C(Qn +2) a® .
n=0

Le rayon de convergence R de cette série entiere vérifie R > 1. La somme de cette série entiere est de classe
€ sur |—R, R[ , en particulier sur |—1,1[ . Donc H est ¥ sur |—1,1].
. N : H®)(0)
7.4. On sait que le p — iéme coefficient de H vaut ' .
p!
He

7.5. étant impaire donc

H(p)(O) _ 0 si p=2n
(=D)"2n+1IC2n+2) si p=2n+1

Int
8> Posonsg:t»—>tn—1p0urt€]0,1[‘

e Ent=1:
Ona,lnt = In(l4+(t—-1)=t—1+0(t—-1).
t—1-

Donc g(t) — 1, g est prolongeable par continuité en 0, par suite elle est intégrable au voisinage de 1 .
t—1-

1
e Ent=0":0Onag(t) ~ —Int=. Donc+/tg(t) — 0. La fonction t — — est intégrable au voisinage
t—0+ t—0+ \/i
de 0, donc g est intégrable au voisinage de O .
In(t)
t—1
9 > Soit p € N, la fonction h : t — t?Int est continue sur 0, 1].

1
Ainsi g est intégrable sur |0, 1] et 'intégrale / dt est convergente.
0

On a v/t.h(t) - 0, donc h est intégrable sur |0,1]. D’ou la convergence de 'intégrale I,
=0
10 > Par intégration par parties :

g Lot 1! 1
I, = lim { lnt] 7/ St :,7/ Al = — .
am0t \ p+1 o Jap+1 0t p+1J (p+1)

1
AIHSI Ip = —W pour p € Nj|.

11 > On utilise le théoréme d’intégration des séries de fonctions :

e Pour t €]0,1[, on a :

lnt - —lntth - Zt”lnt

Posons f, : t = —t"Int ,pour t €]0,1] et n € N.

Int
Donc la série > f,, converge simplement sur |0, 1] vers f : ¢ — tn—l

) D’apres Q9, chaque f,, est continue par morceaux et intégrable sur ]0, 1] et

/ fa(t)dt = —1I,, , pour tout n >0 .

1

. Ona/O |fn(t)\dt:—n:m

Donc la série Z / | fn(t)| dt converge .

n>1

Le théoréme d’intégration des séries de fonctions , permet d’intervertir > et [ :

/fdtf/fndtJroo(l

1+n)°



1 +oo
In(t) 1
Donc : /0 m dt = E ’[7,2

2 | 2
12 > On sait que ((2) = % . Donc : / n(t) dt ==
0

EXERCICE 3

k
Pour X variable aléatoire discréte finie & valeurs dans Ry, ®x () = 1111(2 pie”“'it) pour t € R*, avec
i=1
0<m <---<zxpetp >0Vie[lk].
1 > Question de cours : développements limités en 0.
" aktk
° eat = T =+ O(tn)
k=0
2t2
e In(1+ at) = at — aT + o(t?).
2 > Etude d’exemples.

2.1. X est une variable aléatoire certaine & valeurs dans R;. Si k > 2, alors il existe j € [1,k] tel que
pj =P(X = ;) = 1. Par suite p; = 0 pour ¢ # j . Absurde (car p; > 0 Vi), donc k=j=1.
Ainsi :

Dx(t) = %ln(ewlt) = .

2.2. Soit Z telle que : P(Z=0)=P(Z=1) =1 .
2.2.1. Pour t ¢ R*, on a :
1 1+ e
Dy(t)=-=1 .
- (5)
2.2.2. Limite de ®z(¢) quand t — 0. On a
1+ tt? 5
5 =1+5+ o)
Donc :
1+et t ot ) o2 1/t ot 2 )
1 —In(l+-+—+0))=c+=—-=(= ) == 4+ — +o(t?).
n<2) n<+2+4+0() 5733 +o(t?) 2+8+0()
Ainsi
B(t) = =+ L 1 o(t) -
20 =5 g0 33
On prolonge ® par :
$,: R R

PN @Z(f) si t;«éO
1 si t=0

On a:
0z(t) ~22(0) _ 22(0)-1/2 1
t t t—0 8"

® est dérivable en 0 avec &)’Z(O) =1

Comme @5 est dérivable sur R* alors d 7 est dérivable sur R .



3 > Etude générale (k > 2).
k
3.1. Posons f(t) = Zpl-e“t. Par DL de t — €% 4 Pordre 2 :

i=1

_ - ajt? 2
[ = ;pi(1+xit+2+0(t ))

k k 2k
= ;Prktzgpixi + Ezgpix? + o(t?)
1= 1= 1=

= 1+EX)t+ %XQ)RJFO(R)

Donc :
E(X? E(X))? Var(X
In f(t) = (]E(X) t+ (2)752) — %ﬁ +o(t*) =E(X)t+ Var(X) t2 + o(t?).
In f(¢t Var(X
Ainsi : [ D x(t) = nJ;( ) _ E(X) + ar; ) t+o(t)|.
3.2. On prolonge &z par :
y: R— R
Dyt i ¢
R z(t) si t#0
E(X) si t=0
Px(t) —E(X Var(X ~ ~ Var(X
De plus, x(®) ; (X) A ar2( ) , donc @ x est dérivable en 0 avec D’ (0) = ar( )
—
Pour t # 0, ®x est dérivable (composée de fonctions dérivables, et f(t) > 0). Donc ®x est dérivable sur

R.
3.3. D’apres ce qui précede, §>X(O) =E(X).
~ Var(X
3.4. On a &/ (0) = MQ( ).
3.5. e En +o0:

Comme zj, = max (z;) , alors
1<i<k

1 (& 1
Ox(t) = 7 In (Zpie“t> =7
i=1

On a e@i=2K)t 5 (0 pouri < k , donc
t—+4o00

k=1
it +In (pk + Zpie(””_“”“)t>1 )

i=1

k—1
1
- alTi—zr)t
; In (pk + ;ple ) t_)—_goo 0

Ainsi ¢ | Dy (t) T TR = 112?<Xk(x7) !

e En —o0:

De méme, x1 = 1Ignz‘1£k(xi) , on obtient | P x (t) L= 1rgnil£k(xi) )

3.6. Si ®x est impaire, alors ®x (0) = E(X) =0 .
On a X est a valeurs dans Ry avec 0 <27 < --- <z et p; > 0, donc

k
E(X) =04 > piw;=0spz =0, Vic[l,k] =0, Vic[l,k]
i=1
Sik=1,alors X =0.
Si k>2 alors 0 <z < a9 =0, ce qui est absurde .



Donc CT)X est impaire ssi X = 0.

4 > Par le théoréme du transfert :

k
E(eX) = " pief.
=1

Donc In(E(e!X)) = ln<épie’“t> =tPx(t).

In(E(e'X))

Ainsi @ | @x(t) = ou bien E(etX) = et ®x (1)

5 > Soit t € R*.Puisque X et Y sont indépendantes , alors e'X et e!¥ sont indépendantes et on a :
E(et(X—i-Y)) _ ]E(etX _etY) — E(etX) ']E(etY).

Donc :
ot ®x1v () _ ot 2x(t) ot Py (t) _ (tH(Ox(D)+Py (1))

Ainsi |V € R*, Dy (1) = Ox(t) + By (1) .

FIN



