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EXERCICE 1

Questions préliminaires

1 > Soit n > 2. La fonction ¢(t) = t" est de classe € sur |0, 1[. On a " (t) = n(n — 1)t"~2 > 0 pour tout t €]0, 1],

ce qui prouve que @ est strictement convexe sur |0, 1[.

2 > Soit (x;);eq,, des réels de ]0,1[ et (X;);jeq,-) des réels positifs vérifiant - A; = 1.
j=1

L’inégalité de Jensen pour ¢ convexe s’écrit :

® ZAjzj SZ)‘j@(Ij)
j=1 j=1

soit ici :
n
.

Z )\j xj S Z )\j x?
j=1

J=1

3 > Soient p > 2 et

1 - 1

3.1. On a J%2 = pJ. Donc P(X) = X% — pX est un polyndéme annulateur de J de degré 2.

3.2. Ona Sp(J) C {0,p} , posons mg et m, les multiplicités de 0 et p (éventuellement nulles) avec mg +m, = p.
On a Tr(J) =0.mg +p.mp =p ,doncm, =letmy=p—1.
Par suite Sp(J) = {0,p} et Sp(I, +J) = {1,p+ 1}

3.3. La matrice I, + J est symétrique réelle, de valeurs propres strictement positives, donc elle est définie

positive. Ainsi I, +.J € S (R).
4 > Une expression de I’espérance de X
4.1. Soit j € [1,7] . X; () = {0,1}.

X;(w) =1 si et seulement si a; n’est jamais obtenu lors des n épreuves indépendantes. Chaque épreuve

ne donne pas «; avec probabilité 1 — z;, donc par indépendance :
P(X;=1)=(1—a)"

Et P(X; =0) =1— (1 —2;)". X, suit donc une loi de Bernoulli de parametre (1 — x;)™.
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4.2. X est le nombre de résultats qui n’ont jamais été obtenus. Or X; = 1 si et seulement si a; n’est jamais

obtenu. Donc : [ X = > X, |
j=1

4.3. Par linéarité de ’espérance :

<3
3

OrE(X;) =P(X; = 1) = (1 —2;,)" , done : |E(X) = (1 —2,)"|.

5 > Recherche du minimum de E(X) .

5.1. Représentation graphique de U pour r =3
Pour r=3,U = {(ml,xg) e R? ’ 21 >0, 20 >0, 1 + 22 < 1}.
C’est lintérieur du triangle de sommets O = (0,0), A = (1,0), B = (0, 1) dans le plan.

‘ T
o 1
5.2. e U est l'intersection des ensembles :
r—1 r—1
U= ﬂ {xk>0}ﬂ{2x] <1}
k=1 j=1
r—1
Pour k € [1,r] , les applications ¢, : (z1,...,2p—1) = g et ¢ : (@1,...,2,—1) — Y x; (elles sont
j=1

linéaires et polynomiales).
On a:

U= et (10, +ool) o (J0,1])
k=1

Chacun de ces ensembles est un ouvert, car il est 'image réciproque d’un ouvert de R par une

application continue. U est une intersection finie d’ouverts, donc c’est un ouvert de R" 1.
r—1
e Pour tout (z1,...,2,.-1) € U, on a, pour tout kon a 0 <z < > xx < 1, donc U C |0, 1[“1. Ainsi
k=1
U est borné dans R™ 1.



r—1 r—1
5.3. Pour (z1,...,2,-1) € U, posons , =1 — > z;. Comme 0 < ) x; <1, alors z, €]0,1].
j=1 j=1

T
Avec la contrainte ) x; =1, on obtient :
j=1

h(a:l,...,xr,l):z 1—z;)" Zacj

On a donc‘h(ml,...,xr,l) =E(X) ‘

5.4. h est une fonction polynomiale donc elle est de classe € sur R"~!. Par suite elle est de classe €2 sur U.

5.5. Recherche des points critiques de h

5.5.1. Soit j € [1,7 — 1] et m = (z1,...,2,—1) €U .

La j-ieme coordonnée du gradient de h en m est donnée par :

n—1
ah _ n—1 —
oz, (m)=-n(l—2z;)"""+n (;Zl a:l>

r—1

Comme 2, =1— > z; , on peut écrire :
i=1
h
ng(m) =n ((1 - xr)"_l -(1- frj)"_l) .

oh
5.5.2. Un point m € U est critique si et seulement si : 8—(m) = 0 pour tout j € [1,r — 1], soit :
Zj

1—z)" t=0—-az)" " Vje[Lr—1].
Les x; sont dans ]0,1[ , donc :
rj =z, VYje[l,r—1].

La contrainte donne : )
Tj = ;a V] € [[LT]]'

Ainsi 'unique point critique de h sur U est b = (%, ey %) eRL,

5.6. Conclusion

5.6.1. Matrice Hessienne de h en b :
Pour j,k € [1,7r —1] on a :

r—1 " r—1 n—1
h(a:l,...,:nr_l):z 1—z)" + ij et 88%( )n(lxj)"lJrn(in)
j=1 J i=1
>Sij=k:
92h =\
W:n(n D(1—2)" 2 +n(n—1) sz
i i=1
>Sij#k:




En b, z; = % pour tout ¢ € [1,r — 1], alors :

dh 1\"?
et

dh 1\"?
= —1 1— =
1

Posons a = n(n — 1) (1 — ;)n—Z . La matrice Hessienne de h en b est donc :

20 a -+ a
a ..
Hh(b) = . ) ) =al, 1+ad,_1= 04([7"71 + Jr71)7
: . . a
a - a 2a

OnaHyb)=al,_1+adr—1 =a(l,—1+ Jr—1), avec J._1 = (1) € M1 (R) .
5.6.2. D’aprés la question préliminaire 3.3, I,_1 + J,_1 € ST (R) (icip=7r —1 > 2).

Comme a = n(n — 1) (7";—1)"_2 >0, alors :
() = all, 1+ Jr 1) € ST (R)

Donc b est un minimum local de h.

Ainsi E(X) admet un minimum local pour 3 = --- = 2, = +. Cette valeur minimale de h est égale
N 1 1 1
ah(;7,;) :7"(1_ ;)n

5.6.3. Montrons que E(X) est minimale si et seulement si 1 = -+ =z, =

1
T
On applique I'inégalité de Jensen (question 2) a la fonction convexe ¢(t) = t" avec les poids \; = %

et les points t; =1 —z; €]0,1[ :

<
3

%Zl_:ﬂg S%Z@(l_x])v

j=1 j=1
soit : .
1 1
- — 7. < - _
. Z(l xj) . Z (1—z;)"
Jj=1 j=1
ry (1—z;)=r—> z;=r—1. Donc:
j=1 j=1
—-1\" 1
<T > S 7E(X)7
r T
soit : '
E(X)>r(1--)"
r
Donc la valeur minimale globale de E(X) estr(1 — )", atteinte si et seulement si 2y = -+ =z, = 1.



EXERCICE 2

Question de cours

- 1 . .
1 > La série Z — converge s1 et seulement si x > 1.
n>1

2 D> La série entiére g t" a pour rayon de convergence R = 1, converge sur |—1, 1], et sa somme est :
n>0

+o0 1
n=0

3 > Soit z € R\Z fixé, on a :

1 n 1 2z
r—n x4+n x2—n2
Donc : " i
2z 2|z 2|z
1‘2—712 :n2_m2nsooﬁ.(car$7éo)

1
T—n xr+n

1
Par comparaison avec la série convergente E — , la série E
n

Donc Fj(z) est bien défini.

) est absolument convergente.

4> Soitk>2etz € R\Z .

4.1. On a
1 1 1 1
(z —n)k| n—oo nk (z +mn)k| n—oo nk
s . 1 . s 1 1
La série de Riemann ) —% converge, donc par comparaison, les séries > Gon)E et > CEDL; convergent
n>1 n>1
absolument.

4.2. Comme z # 0 et les deux séries convergent , alors Ej(x) est bien définie .

5 > Soit kK € N* :

5.1. Soit x € R\Z. Alors x +1 € R\Z. On a :

1 +oo 1 +o00 1
E )= —— :
ke+1) (ac+1)k+;(;v+1—n)k+;(x+l+n)k

Posons pour la premiere somme m = n — 1 et pour la deuxieme m = n + 1, donc :

= 1 = 1 1 I 1 = 1 = 1
— =y -y Yy =N
D 2 e D Y R e P AT
Donc
+o00 +o00 +oo to
1 1 1 1 1 1 1
E D= —— 4+ — - - .
SRR el D DY v it D DY rm LA DY el

Ainsi Ex(x + 1) = Ex(x) . Ej est bien 1-périodique.



5.2. Soit x €e R\Z , donc —z € R\Z . On a

1 = = 1= |
ey R DY e D DY vy A Gl D DY ey e Dy ) &

n=

Donc : ‘Ek(—x) = (=1)FEy(x) ‘ . Ainsi Ej, est de méme parité que k .

6 > Une relation de récurrence :

6.1. Soit k € N* :
Prenons [a,b] C R\Z . Pour n > 1 on a

% ((x = n)k) T @ __:w

Siz € [a,b] alors z —n € [a —n,b—n]. Comme 0 ¢ [a —n,b— n] donc

0 <min (la—n|,[b—n|) <|z—n| <max(|a—n|,[b—n|)

Ce qui donne

% ((rﬂ—ln)’“)‘ 5 (min(|an|k,|bn|))k+1

Or min (Ja —n|,|b—n|) o donc

k k
|))k‘+1 n—00 (n)k+1

(min (|a —n|,|b—mn

- 1 - d 1 . . .
La série ) & converge , la série ) 7= (m) converge normalement et uniformément sur [a,b]. Ceci

est valable pour tout [a,b] C R\Z , donc par le théoréme de dérivation des séries de fonctions, la fonction

“+o0
Ty ﬁ est de classe €1 sur R\Z, et :
n=1

400 1 ! +oo _k
(Z (x—n)k> - Z (x —n)ktt’

n=1 n=1

+oo
1
De méme pour x — — . et pour le terme z — —- sont €' sur R\Z.
p nE Gt ) p e \

n)
6.1.1. Ainsi, Ej est de classe € sur R\Z et :

T >k
/ — - —
P = G+ 2 G+ 2 Gy — k)

Donc ]w ER\Z, El(x) = —kEpii(x) \ .

6.2. e D’apres la question Q6.1 , pour tout k > 1, By, est ¢! sur R\Z et E} = —kFE}1, donc Ej, est €2 sur
R\Z .
Soit n > 1 . Supposons, pour tout k > 1, que Ej, est €™ sur R\Z .
La relation Ej = —kEjy.1 donne Ej est €' sur R\Z .

Ainsi par récurrence, la fonction Ej est de classe €°° sur R\Z , pour tout k € N* .



e On a F{ = —F5 . Supposons, pour k > 1, Ej, = (&17)];)7!1 Egkil). Par dérivation

—k Bp1(2) = Bj(z) =

1
(—1)* E®.

donc Ey4q1 = o

y (—D)F1 e
Ainsi |Vk > 1, E, = WE§ )

7> Pourze]-1,1[etn € N* jona |%| < |z| < 1, donc la série géométrique converge :
S ety ()
nk+l T p n/  n—z

k=0 k=0

8 > Soit n > 1 et x € ]—1,1[, d’aprés la question QT :

+ + +
1 f z® . 1 X (—z)k ZOO (—1)kah
= _— e = = .
n-—x = nk+1 ntz £ nk+1 nk+1

=0 k=0
Donc : N N
1 1 > zk > 2s5—1
— = 1—(-DF =2
n—x n+zx k_on’“rl( (=19 ; n?s
et
~— 1 1 SRS 2 25—1
Y- E A
n—xr n+z n2s
n=1 n=1s=1
2q—1
9 > Pour z € |—1,1], vérifions que la famille u = ( o )
p (p,q) EN* xN*
2g—1 1 2¢—1 q—1
e Pour p > 1 fixé, on a : % = - (|x|> | < 1, donc Z <|x|) converge , soit o, sa
p* p\p =p
somme .
e On a
2(g—1
o _lal 'Z(' |) R I
PN R
P
] -
donc o o =) et la série Z op est convergente.

p>1

Ainsi la famille v est sommable , ce qui permet d’intervertir les sommes dans la formule de Q7 :

+o0 too
Z<nix n—i—x) Z 2x —22{(23):&571
s=1

n=1

On a

1 _1 2+OO 2 25—1
+Z(z—n x+n)_:1:_ ;C( 5)z

n=1

donc El(m):%fQZC(Qs)xzsfl Ve e]-1,1[|. .




10 > Soit k € N* et zz € |—1,1[,  # 0.
D’apres la question Q6 2, B, = (kl)’;) E§k N

Dérivons la formule de la question Q9 :

e On a

dzr—1 \ z xk

k1 (1) _ (DR

e Comme une série entiére est de classe ¥°° sur son intervalle ouvert de convergence , alors :

1 (R 25—1 - L25—k = (25— 1 25—k
i ;C(?.s)x :;(2571)(2572)~~(257k+1) C(2s) = ; @s—h) ¢(2s)x
2s>k)

donc

_1\k—-1 +oo s
Ainsi : | Eg(z) = ((kl)l)!EYcl)(m) _ ;1k +o(=1)* Z (2 1)((23) 2k |

“+o0
Eik—l)(x) _ (_1) ( — 1 _9 ZC 23 (214;8__11> x2sfk.

k—1
s=1
(25>k)

EXERCICE 3

Soit la matrice M associée & (ay,...,a,) € K* x K~ :
aj
a2
M= € My (K)
0 O 0 Qn—1
ap az -+ Gp-1 Qn

1> CasK=R

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

La matrice M est symétrique et réelle , d’apres le théoreme spectral elle est diagonalisable (dans une base
orthonormée).
Posons C4, ...,C), les colonnes de M .

Les colonnes Cs, ..., C,,—1 sont colinéaires & Cy , donc rg (M) = rg(Cy1,C,) . Comme a; # 0 done Cy et
C,, sont libres .
Par suite rg (M) =2 .

On a rg (M) = 2 donc Ker(M) est de dimension n —2 > 1, donc 0 est une valeur propre de M , de
multiplicité mg > n — 2.
Comme M est diagonalisable, la multiplicité d’une valeur propre coincide avec la dimension du sous-espace

propre associé , donc 0 est valeur propre de M d’ordre de multiplicité mg = n — 2.

On a 0 est racine d’ordre n — 2 de x,,; qui est de degré n . Donc x,,(X) = X" 2.Q(X) avec deg (Q) = 2
et Q(0) # 0.

Les racines, complexes, de ) sont deux valeurs propres non nulles de M .



1.5. Soit (e, ..., ey) la base canonique de R™. Soit X = z1e; + xoea + ... + e, , on a a; # 0 donc

X eKer(M) & z,=0etaiz1+...+ap-12p-1=0

Ap—1

—as
& oz, =0etx; = —20+ ...+ Tp_1
a

1
a an—1
S X =29 (62 — ﬁel) + .4+ xn (en,1 ~ a 61)

On obtient une famille génératrice de Ker(M) de cardinal n — 2, donc c¢’est une base de Ker(M).
{ajel — a1€; ‘ j € [[2,77, — 1H}

Ainsi une base du sous-espace propre associé a 0 est :

Plus précisément cette base est (vy, ..., v,—2) avec :

t t t
U1 = (_a27a1701"'70)ﬂ“'a Vj = (_aj+1,0,...,0,041,07...,0) yeery Un—2 = (_anflvow"v()?al?o)'

1.6. Soit A £ 0et X = Y(z1,...,2,) # 0 tel que MX = AX. Le systétme M X = A\X s’écrit :

1Ty = )\%1
(1)

Ap—1Tpn = ATp_1

ALy,

121+ -+ 0p—1Tp—1 + AnTyn =

AiTn

Comme A\ # 0 alors z; = y pour i€ l,n—1].

La derniere équation donne :

! a;x
N
g a; - \ + apxy, = ATy
j=1

Si z, = 0 alors x; = 0 pour tout i , contradiction avec X # 0, donc x, # 0. Ce qui donne :

n—1

1
" Za? +a, = A
j=1

n—1
Ainsi \; et Ay sont les deux racines de | A\* — ap A — 3 a?=0(2)
j=1

1.7. D’aprés la question Q1.6, pour A = A; # 0, le systéme (1) donne z; = “=* pour j € [1,n —1].
En prenant z,, = A;, on obtient le vecteur propre :

o, = (a1, a9, ... an_1,\).
> Si A1 # Ag : les sous-espaces propres sont des droites, Vect{v,\l} et Vect{v,\2}.
n—1
> Si A = g : alors le discriminant A de 1’équation (2) est nul , or A = a2 +4 a? =0,donca; =0,
j=1

ce qui est absurde . Ce cas est impossible.
1.8. P est la matrice dont les colonnes sont les vecteurs propres de M , des questions Q1.5 et Q1.7 on a

—az —az -+ —ap-2 ay ai
ai 0 R 0
0 a1 :
P =
0 Gp—2 Qap—2
. : ay Qp—1 Qanp-1
0 0 ‘e 0 A1 Ao

On a alors P~'M P = Diag(0,...,0, A1, A2).
——

n—2



2 > Etude du cas K=C

2.1.

2.2,

n—1
Comme dans la question Q1 on a : x,(X) = X" 2.Q(X) avec Q(X) = X* —a, X — Y aF ,

Jj=1

Sp (M) = {0, A1, A2} avec my = dim (Ker(M)) =n—2et si \; #0,dim (E),(M)) =1 .

M est diagonalisable si, et seulement si, M admet deux valeurs propres non nulles et différentes .

Le théoréme spectral ne s’applique pas . La diagonalisabilité dépend du spectre et des dimensions des
sous-espaces propres.

Donc M est non diagonalisable si, et seulement si, (A7 = 0 ou Xy =0 ) ou (A} = A2 #0 ) . Ce qui est

équivalent a () admet une racine double ou une racine nulle .

Ainsi : )
Q(0) =0 3, ai=0
Jj=1
M non diagonalisable < ¢ oy & < ou
n—1
A=0 ap +4 3 a3 =0
Jj=1
Prenons n = 3 et
0 0 ap
M= 0 0 a2
a; a2 as

2
Pour avoir M non diagonalisable, il suffit d’avoir > a? =0. Parexemple a; =1,as=tetaz3=0.

=1
Ainsi
0 0 1
M=10 0 i|e.#(C)
1 ¢ 0

X (X) = X3 et M n’est pas diagonalisable .
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