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L’énoncé de cette épreuve, particulidre aux candidats de la filiere TSI,
comporte 4 pages.
L*usage de tout matériel électronique, y compris la calculatrice, est interdit

Les candidats sont informés que la qualité de la rédaction el de la présentation, lo clarté
et la précision des raisonnements constitueront des éléments importants pour appréciation des
copies. Il convient en particulier de rappeler avec précision les (références| des questions abor-
dées.

Si, au cours de Véprenve, un candidal repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé,
il le signale sur sa copie el poursuit sa composilion en expliquant les raisons des initiatives qu’il
est amené a prendre.

Le sujet de cette épreuve est composé d'un exercice et d’un probléme indépendants entre

eux.
Durée : 4 heures
Exercice
(Noté 4 points sur 20)
400 +oco
On pose Iy = / e~ "dz et pour tout entier naturel non nul n, I, = / z"e %dz.
0 0

1. a) Montrer que Iy est une intégrale convergente et que Ip = 1.
1
b) Vérifier que, pour tout entier naturel n, z"e™* = o <—2) quand z tend vers +c0.
T
c) En déduire que, pour tout entier naturel n, I, est une intégrale convergente.

2. Montrer, en utilisant une intégration par parties, que pour tout entier naturel n et pour tout réel
positif A,

A A
/ e %dz = —A™ e A 4 (n+ 1)/ rhentdr
0 0

3. Montrer que, pour tout entier naturel n, In41 = (n+ 1)Iy.

4. En déduire que, pour tout entier naturel n, I, = nl.

Probléme

Pour tout réel strictement positif A, on considére la fonction F définie par,

+0 gin Xt
F = dt
,\(m) /0 T+

Dans tout le probléme A est un réel strictement positif.
Partie 1: Quelques propriétés de la fonction F)

On considére les deux fonctions ) et 1, définies sur ]0,+oo[ par,

o= / sin Au S )= / €oS A\u i
1 1

u u

Epreuve de Mathématiques I Page 1/4



Concours National Commun — Session 2024 — Filiére TSI

usiddre I8 sl " mH gin Au
1. On considére la suite (wy,)y5y définie par Vo = 1, wy, - ety iTh

I 0]
a) Vérifier que Vi = 1wy = py(n 4 1) — py(n).
2023
oo\
1) Montrer que L wy = 1y (2024),
k=1
2023
§ L\
¢) BEn déduire que ' L Wh
k=1

< In(2024).

2. a) Montrer, en utilisant une intégration par parties, que pour tout réel z €J0, +ocf,

—cod(Ax) cosA 1 [T coshu
pale) = A e Mioou? ot

R . —cos(A\w
L) 1) Montrer que lim —LO——(i—) = 0.
e=loo A\
& CO8 MU 1
ii) Montrer que, pour tout réel u €]0, -+oo], ‘7‘ < =
o ‘ 1 [ cosIu
i) Justifier que ) admet la limite Sy = CO:/\ - -)‘-/ —du, quand z tend vers +c0.
1 u

3. Montrer, en utilisant une procédure comme dans la question précédente, que 1/ admet une limite
finie quand z tend vers +o00, qu'on notera C).

 gin A\ % cos \u
du et
. u

du sont convergentes et

+
4. Montrer que, pour tout réel z €0, +oo], /
U
T

que

u u

+0 gin A +o0 N
[TE s ne) o [ S au=0-n)
T T
5. a) Montrer que, pour tout réel x €]0,+o00o[ et pour tout réel T' €]0, 400,

T . +T : z+T
At A A
/ = dt = cos()z) / = udu—sin()\:c) / S
0

T+t - U - U

0 gin At
b) En déduire que, pour tout réel z €]0, +oo[, 'intégrale / =
0 T

dt est convergente et que

Py(z) = cos(\a) (sA — o (m)) ~ sin(Az) (C» - d))‘(z))

6. Montrer que lim Fj(z)=0.
T—+00

7. a) Justifier que F) est dérivable sur |0, +oo] et et déterminer sa dérivée Fy.

b) Montrer que lim Fj(z) = 0.
T—+00
8. Montrer que F) est de classe C? sur ]0,+oo| et déterminer sa dérivée seconde Fy .

9. Veérifier que, pour tout réel z €]0,+oo[, FY(z) + A\*Fy(z) = %

A
10. On considére ’équation différentielle sur ]0, +oo] : €59) Y+ Ny = =

a) Résoudre sur ]0, +oo[ I’équation différentielle : (EHy) Y+ Xy =0

b) En déduire les solutions sur |0, 400 de I'équation différentielle (£).
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sin A\

+-00
11. Montrer que / du est une intégrale convergente.
0

1
12. a) Montrer que, pour tout @ €0, %], 0 < sin(Ax) /A cos /\udu 2= sin()«n)(ln‘()\) L ln(z)).
‘ U

&T

1
)
b) En de¢duire lim4 (sin(/\:z;) / s /\udu).
T

x—0t u
4o .t
: sin \u
13. Montrer que lim F)\(a) = / du.
x—0t Jo U

+%0 gin \u

Partie 2: Calcul de l'intégrale / du

0 u

+oo A
1. Montrer que pour tout entier naturel n et pour tout réel z €]0, +0o0, / —1(_{_—)t§e"\”dt est une
0

intégrale convergente.
Ainsi, on pose pour tout entier naturel n et pour tout réel z €]0, 400,

Q0
A () =/0 T @

L L At 4
=5 vz 1 VE e v
2. a) Montrer que Vz €]0,+00], € \/5/0 T dt < /0 Y dt < /0

b) En déduire la valeur de lirgl+ Ao,y ()

1+ﬁﬁ

2
u
3. Montrer que, pour tout réel u, [e¥ —1 —u| < 5(3'“'.

4. Montrer que pour tout entier naturel n et pour tout réel = €]0,4+o0[ et pour tout h tel que

0< Al < g
Ay (@+h) = An () i

h

5. Montrer que, pour tout enlier naturel n, A, ) est dérivable sur 10, +o0[ et que,

Al T
A1y (@) < EA(n—i—?,/\) (5)

Vz 6]07 +OO[, A/(n,)\) ("E) = _A(n-l—l,)\)(x)
6. En déduire que la fonction Ay est de classe C? sur |0, +oo[ et que,

A
Vz €]0,+oo[, A (@) + XA,y (z) = =

400 +o00
7. Soit 7 un entier naturel. On admet que / t"e~tdt converge et que / t"e~tdt = nl.
0 0

_I_m
a) Montrer que pour tout réel strictement positif z, / (/\t)“e_)“"“'tdt converge et a ’aide d’un
0

n!
Amﬂ“‘l )

400
changement de variable, que / (M)"e™ = dt =
0

b) Montrer que pour tout réel strictement positif ,

+o00
0< Apy(@) < / (A)eatds
0
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¢) En déduire que T_l{llnoo Ay (@) = 0 puis que illn /1’”’/\)(.’12) = (J,

r l)' o0 (
8. On considére la fonction Hy définie sur ]0, oo par Hy(z) = Fy(z) = A (z).
a) Justifier qu’il existe deux réels a et A tels que Va €]0, +oo[, Hy(z) = acosxz + fsinz.
b) Calculer pour tout réel & de 0, 4-o00[, Pexpression (Hy(x))? + (H}(x))? en fonction de o et
B.

c) En déduire que Fy = A(g,y):

du.

: +00 gin \u
9. Déterminer la valeur de =
0

Partie 3: Exemples de construction de probabilités

On rappelle qu'une fonction f de R vers R continue par morceaux est une densité de probabilité si f
est positive sur R, I’ensemble des points de discontinuité de f est une partie finie de R, f est intégrable
surRet [T f(z)dz = 1.
1. Soit o un nombre réel, on pose pour tout entier naturel k, vy = A’(’()7e_a)(k!) + €72% A g -y (K!).
Soit (2,4, P) un espace probabilisé. A quelle condition sur a, il existe une variable aléatoire
réelle X sur (2, A, P) telle que X est & valeurs dans N et que pour tout k de N, P(X = k) = v;?

Justifier votre réponse.

2. Pour tout réel strictement positif z, on considére la fonction g, 1) définie sur R par,

0 sit<0
Azt

Iz n)(t) = 1 e” .
A(O,A)(I) ! (1 i t2> sit>0

a) Vérifier que g(z,») est une densité de probabilité. Soit X (z,») une variable aléatoire de densité
9(z,») définie sur un espace probabilisé (2, A, P).

b) Montrer que X(; ) admet une espérance E(X(; y)) et déterminer sa valeur en fonction de
A (@), Aéo,)\) (z) et A

c) Montrer que la variable aléatoire X (z,») admet un moment d’ordre 2 et déterminer la valeur

de E((X(z,,\))2) en fonction de A (z), Aé/o,)\) (z) et A

I
=0 )’(7:)

d) Montrer que la variance de la variable aléatoire X (¢,)) est V(X (w))\)) = % (A
(0,2)

e) Dans cette question, on note By, ») la restriction de Ao, sur ]0, %] Déterminer Bg y)

tel que, pour tout réel z € }0, %J, V(X(z,n) = sin(Az).

FIN DE L’EPREUVE
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