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Si, au cours de 1’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre un point de clarification
d’énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons de
son initiative.

L’usage de tout document et de tout matériel électronique ou informatique (y compris la
calculatrice) est interdit

Cette épreuve comporte 4 pages en format A4 en plus de cette page de garde
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L’n
oncé de cette épreuve, particulidre aux candidats de la filire PSI,
L’ comporte 4 pages,
ge de tout matériel électronique, y compris la calculatrice, est interdit

Les candidats sont informés ré
. que la qualité de la rédaction et de |
: a présentation, la clarté et la précision des
atsonnements constitueront des éléments importants pour ¥ ciation des copies. Il convient en particulier de

peler avec précision les [références | des questions abordées.

Si, au cours de I'¢
Rl ‘preuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale copie
et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené & prendre. g

Ce sujet est composé d'un exercice et d'un probléme indépendants. Les trois parties du probleme sont indépendantes
entre elles; seule la formule (1) est utile pour traiter le probiéme.

Exercice
Un peu de probabilité
(Noté sur 4 points sur 20)

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes définies sur le méme espace probabilisé (2, A, P) vérifiant
X(R) =Y(R) =N et il existe p €]0,1] tel que :

VkeN, PX=k)=P(Y=k)=pg" avec g=1-p.

1.1. Donner une interprétation de la variable aléatoire X.
1.2. Etablir que la variable aléatoire X admet une 1’espérance puis la cal
1.3. Soit k € N. Montrer que P(X > k) = ¢*.
1.4. Etude de la variable aléatoire X +Y
1.4.1. Dans quel ensemble la variable aléatoire X +Y prend-elle ses valeurs ?

1.4.2. Soit n € N. Montrer que
PX+Y=n)=) P(X=KN¥ =n—k) =@+ 1)p%q".
k=0

1.4.3. Soient n et k deux entiers naturels. Lorsque k > n, calculer la probabilité conditionnelle

P(‘X+Y=n) (X =k).

1.4.4. Supposons que k < n. Démontrer que
1
Plesvin) X=0= 37

1.5. On considére les variables aléatoires V et M définies par :
V=Y-X et M=min(X,Y),
oi min(a, b) désigne le plus petit des deux réels a et b.

1.5.1. Dans quels ensembles les variables aléatoires V et M prennent-elles leurs valeurs?
1.5.2. Pour tout entier naturel k, montrer que

P(M 2 k) = ¢*.

1.5.3. En déduire la loi de la variable aléatoire M.

1.5.4. Soient k € N et r € Z. Calculer la probabilité de I'événement (M = k)N (V =r). On pourra distinguer
les deur casr <O etr 2 0.

1.5.5. En déduire la loi de la variable aléatoire V.

1.5.6. Etudier I'indépendance des deux variables aléatoires MetV.
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Probléme

Quelques applications de la formule de Taylor
avec reste intégrale

1% Partie
Formule de Taylor avec reste intégrale
Une premire application

X Soit I un intervalle non trivial de R et soit f : ] — K une fonction de classe C"+', avec n € N. Soit (a,b) € I?;
n pose

_ 1k
= f (—'?—k{-)— F4)(t)dt, O0<kgn.
2 ]

2.1. Formule de Taylor avec reste intégrale
2.1.1. Montrer que pour tout k € {1,...,n},

SN -
Ri_1 = &k!ﬂ_f(k)(a)_,_ Re.

2.1.2. En déduire la formule de Taylor a l'ordre n avec reste intégrale suivante :

ww n k b
?&\Y @ f(b) = Z Q_—k!_a)_f(k)(a) + L (_b—;'tL !(n+l)(t) dt. (1)

2.2. Application au calcul de la somme d’une série
2.2.1. Montrer que pour tout réel z, la série numérique Z — at. convergente.
OL nzo "
2.2.2. Justifier que pour tout réel z et tout entier natureln > 1, € = z o + f E%ii etd
k=0 0

2.2.8. Montrer que, pour tout réel non nul z et tout entier naturel n > 1,

| (% (z—t)"
% [ ez eal<
i/o Lo

T ()N
2.2.4. En déduire la limite de la suite ( / (_z—,_‘li)_ e dt) , pour tout réel z.
0 . n2l

|:!.‘l"+l
(n+1)!

P

2.2.5. Montrer que pour tout réel z,

400 z"
T — —_—
=S I
n=0
2tme partie

Application a 'indépendance linéaire de la famille (1,¢,¢?)

L'objet de cette partie est de montrer que dans R, considéré comme Q—espace vectoriel, la famille (1,e, ¢?) est
libre.
3.1. Construction du nombre réel e, base du logarithme népérien

On considere les suites (un)neNs €t (Vn)neN définies par :

| 1 1 .
_1+1+2|+ sy et v,,—-u,.+n!n.neN.

3.1.1. Montrer que les suites (un)nen- et (un)nene sont adjacentes. On note e leur limite commune.

3.1.2. Justifier que up < € < v pour tout n e N°.
3.1.3. Irrationalité de e o
Raisonnant par I'absurde, on suppose que € est rationnel et on pose e = = avec (p, g €N’

Vérifier que les nombres g'ug et g'e sont des entiers eatcﬁc’hﬁ/mcomradlcuo _J

3.2. Convergence d’une suite d’entiers

x N°.
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Soit 4
. (Zn)nens une suite convergente d'entiers relatifs dont la limite est nulle. Montrer qu'il existe N € N* te]

3a Vn 2 N' zy =),
-3. Application au résultat d’indépendance linéaire
Dlmhsmtodecetteparuo. on suppose qu'il existe trois nombres rationnels a, f et + tels que
a+fetyel =0

Oncbembeimontruquea-ﬂ--yuo.
S 3.3.1. Montrer qu'on peut supposer que les nombres a, B et y sont des entiers relatifs.
O_Rf:)faxdéoonnaiawelanombma,ﬁet'ywntdaentiennlali[cdmwnﬂdhzla]ondm];._,g
VzeR, f(z)=ae™* +v¢e".
3.3.2. Vérifier que, pour tout n € N*, f est n—fois dérivable sur R et que
VzeR, f™(z)=(-1)"ae"*+e".

3.3.3. Montrer que

n —~1\k 1(1_4\n
VReN, ae“+7e="z7+(k!l)°+/o (ln!‘) ((-1)"*’ae"+1e‘)dt.
=0

3.3.4. On considére la suite numérique (Yn)nene définie par :

%\ g VReEN', yn =/0l (1 —t)"((—l)"“ae"+7e‘)dt.

Montrer que la suite (yn)nene converge vers 0.

LI |
3.3.5. Justifier qu'il existe ng € N* tel que, pour tout n > ng, n!B+ Z %(‘y+ (- l)“a) = (, puis en déduire
k=0

que
Yazng+1l, v+(-1)"a=0. Ok

d\ 3.3.6. Montrer que a = f = = 0.
3%me Partie

Majoration des normes uniformes
des dérivées successives d’une fonction

Pour tout entier naturel n > 2, on désigne par %, I'ensemble des applications f : R — R de classe C™ telles
que f et sa dérivée n-ieme f (n) soient bornées sur R.

Pour tout élément f de #,, on pose My = s:g |f(z)| et My, = atexglf‘")(z)l.

4 z

L'objet de cette partie est d’établir que #, est inclus dans F pour tout entier k € {1,...,n—1}, puis d’obtenir

une majoration de My = sup |f®)(z)| en fonction de My et Mp.
z€R

4.1. Etude du cas n =2

Soit f une application non constante de 2. On rappelle que f et sa dérivée seconde f* sont bornées sur R
e on pose Mo = sup|/(z)| et M; = sggl!"(z)l-

z z

4.1.1. Montrer que M; > 0 et que Mp > 0.'
4.1.2. Soit z un réel et soit h > 0. En utilisant la formule de Taylor avec reste intégrale, & un ordre & préciser,

trouver un majorant des quantités |f(z + h) - f(z) — hf'(z)| et |f(z = h) = f(z) + hf'(z)| en fonction de My et h,
puis en déduire que

4.1.3. Montrer que V'application [’ est bornée sur R et que M, < \/2MoM; .
On pourra éudier la fonction t — -A—:g + -A;—’t définie sur )0, +00[.
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4.2. Etude des inclusions Fn C & pour tout k €{1,.

)Soit n un entier > 2 et soit f une a
F™ sont bornées sur R et on pose M,

coyf=1} et tout n > 2

pplication non constante de Fan.

= suplf(z)| et M, = sup|/®(z)|
€

4.2.1. Soit z un réel .

2 n et soit h > 0. En utilisant ]a formule de Taylor avec reste intégrale, & un ordre A préciser,

n-1 A
< 2Mo + Mok 0<
n!

k
Y )
n-1

k=1
4.2.2. En déduire que, pour tout h > 0 fixé, la fonction Fy:z+— z
k=1

v maforant de NPl = sup F(e)| ¥ Tolde ds Mo, My ot )

o g, deux & d .
on note B,_, ‘e\'ecmml‘eolommdemml eux distincts tels que 0 < hy <hy < - < hny;

défine par : posantes Fy, (z), Fy,(2), ..., Fh,_,(z) et Ho_; la matrice de M,_;(R)
Hpoy = LH "'3 .(:.“z__m

On rappelle que [ et sa dérivée n-idme

k
%f""(z)eltboméeml!etcxpﬂmer

(i) Calculer le déterminant de la matrice Hy_; et justifier qu'elle est inversible.

(ii) Vérifier que le vecteur (f'(z), f"(z),..., f™=1(z)) est solution du systéme linéaire Ho_; X = Bn_;,
d’inconnue X.

(iii) Déduire de ce qui précdde que, pour tout k € {1,...,n—1}, la fonction f*) g’exprime comme combinaison
linéaire des fonction Fy,, Fh,,..., Fi

n=-1"

4.2.4. Montrer que pour tout k € {1,...,n-1}, F, C .ﬂ.O\
Dans la suite, on pose My = sug |](*)(x)|, ke{l,...,n-1}.
z€

4.2.5. Montrer que, pour tout k € {1,...,n—1}, Mx > 0 et que M, < \/m&
4.2.6. Majoration de M; en fonction de M, et M,, pour ke{l,...,n—-1}

M
My’
(i) Vérifier que, pourwutke{l,...,n—l},akSak“. X &

(ii) Montrer que, pour tout k € {1,...,n=1}, (@ ---ax)" < (@1---an)*. &

: —1). Ma < 22552 M:-k/an/n_oL
(iii) En déduire que, pour tout k € {1,...,n—1}, Mk < o s

k

M-y

Pour tout k € {1,...,n}, on pose ax = k-1

n k
1<k <n, et montrer queay < -+ < an et que (a ax)" < (a1°-"Gn)

On pourra poser ax = 2~}
pour tout k € {1,...,n}.

FIN DE L'EPREUVE

FIN
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