il

877 o TR 2

+.XNALH | NCYOTO ,,',:az 7 %Lﬁ-“ i’&l..n
Lolle®t | :OONCA oleXiNe A "fz--\;)'"’-' § \_JJ- rJ‘J w’
':c;xx: L.00d A OIXNN i VSl Ca

Royaume du Maroc
Ministére de I'Enseignement Supérieur,
de la Recherche Scientifique et de I'innovation

CONCOURS NATIONAL COMMUN

D’Admission dans les Etablissements de Formation d’Ingénieurs et
Etablissements Assimilés

Session 2026

4 N
Epreuve de : Mathématiques II
Filiére : PSI

Date : 16-05-2026 Durée 4 Heures de 08HO00 a 12H00

e y

Si, au cours de I’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre un point de clarification
d’énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons de
son initiative.

L’usage de tout document et de tout matériel électronique ou informatique (y compris la
calculatrice) est interdit

Cette épreuve comporte 4 pages en format A4 en plus de cette page de garde
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L’¢noncé de cette épreuve, particulitre aux candidats de la filiere PSI,

comporte 4 pages.

interdit .
L’usage de tout matériel électronique, y compris la calculatrice, est 1

Les candidats sont informés que la qualité de la rédaction et de la présentation, ainsi que la clarté et

la précision des raisonnements constitueront des éléments importants pour l'appr édz“‘m des copies. Il
convient en particulier de rappeler avec précision les des questions abordées.

Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, ;’;" 3'3’;29
Sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il est amené a prendre.

Ce sujet est composé d'un exercice et d'un probleme indépendants, 3 traiter dans |'ordre souhaité.

Exercice - Polynomes de Laguerre
(Noté sur 4 points sur 20)

Pour tout couple (P,Q) € R,[X ]2, on note :

+00
(P|Q)= /0 P()Q(t)e dt

1. Justifier que 'intégrale définissant (P | Q) est convergente.
2. Montrer que 'application (- 1) : Rn[X] x Ry [X] - R est un produit scalaire.
8. Soit k € [1,n]. A Paide d’une intégration par parties, établir que :

+00 +00
/ the~t dt = k / i 1atdt
0 0

4. Conclure que (X* | 1) = k! pour tout entier k € [0, n].
On considere 'application a définie sur R, [X] par :
VP eRy[X], a(P)=XP"+(1-X)P.

Montrer que a est un endomorphisme de R, [X].
Ecrire la matrice de a dans la base (1, X,... W S
En déduire que a est diagonalisable et que Sp(a) = {=k |k € [0,n]}.
On fixe un entier k € [0,7].
8.1. Quelle est la dimension de ker (a + k1dg, x]) ?
8.2. En déduire qu’il existe un unique polynéme P} € Ry[X], de coefficient dominant égala 1, vérifiant

e

a(F;)= —kP

8.3. Justifier que Py est de degré k.
9. Déterminer Pp et P;. Vérifier que P, = X 2 _4X +2.

10. On fixe un couple (P,Q) € Ra[X]?.
10.1. Montrer que

@P) Q== [ PO @) dt.

. En déduire que (a(P) | Q) = (P | a(Q)).

¢rer que (Po P, est une base orthogonale de R, [X].
ICI D PR | n
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Probléeme

Si n est un entier naturel non nul, on note My (R) I'ensemble des matrices carrées d
l‘é.els. On note I,, la matrice identité de cet ensemble.

Si A est une matrice, on note AT ga transposée. Tr(A) désigne la trace de A.

On rappelle que la matrice A est dite nilpotente s'il existe un entier p tel que A - g
On identifie dans tout ce probleme R™ avec I'ensemble des matrices colonnes a 7 gnes.

gi E ;f F sont deux espaces vectoriels sur R, on note L(E, F) 'espace des applications
ana £ On n°teb_f:° Pespace L(E, R) des formes linéaires sur E.

Dans tout le pro me, pour A4 € R) on considere tes applications linéaires suivantes :
P —— "

TA .Mn(R) __)R \
M — Tr(AM)

cpge-paradise.com
sordre n & coefficients

linéaires de E

YA : Mp(R) — M, (R)
My+— AM - MA

1**® Partie - Un exemple
Dans cette partie, on pose

1 1030
A=( 3) il 01043
T Rl [ B
000 2

1.1. La matrice A est-elle diagonalisable ?
1.2. La matrice B est-elle di
1.3. On pose

10 01
Ey, = s 0 0 00
11 (0 0)) El2_(0 0): E2l=(10)’ E22=(01)'

1.3.1. Vérifier que la famille £ = (B, E\3, B9y, Ey) est une base de M;(R).
1.3.2. Calculer ¢4 (E;;) pour tout 1 S£5,9<2

1.3.3. Donner la matrice de ¢4 dans la base £.

1.3.4. L’endomorphisme ¢, est-il diagonalisable ? Si oui, préciser ses valeurs propres et une base de
vecteurs propres de ¢4 (on rappelle qu'ici, un vecteur propre sera une matrice de My(R)).

agonalisable ? Si oui, préciser une base de vecteurs propres.

2%r¢ Partie - Réduction de ’endomorphisme ba

On se fixe maintenant n € N* et A € M,(R).

2.1. Soit A € R tel qu'il existe une matrice M € My(R) non nulle vérifiant ¢ A(M) = AM. Montrer i
la matrice A — Al n’est pas inversible. ~—
2.2. Montrer que si A € R est une valeur propre de ¢4, c’est également une valeur propre de A.

2.3. Soit x une valeur propre de A, X un vecteur colonne non nul tel que AX = uX. Soit M une matrice
dont une colonne est égale a X et toutes les autres colonnes sont. nulles. Montrer que M est un vecteur

ropre de ¢4. .
. Comparer I'ensemble des valeurs propres de ¢4 avec celui de A.

Montrer que si A est diagonalisable, ¢4 I'est également. |
urra, @ partir d’une base de vecteurs propres de A, construire une base de vecteurs propres de ¢ 4.
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Soient L(E,G). On note dim(E)
la :;il;ei;£n035 él.’OIs espaces vectoriels de dimension finie, u € L(E, F) et v € (

Le
but de cette partie est de montrer I'équivalence suivante :

Ker(u) C Ker(v) <= 3w € L(F,G),v=wou.

3-1. On suppose qu'il existe w € L(F,G) telle que v = w o u. Montrer que Ker(u) C Ker(v)

3.2. O _ . et r sont des entiers
b If Suppose que dim(E) = p, dim(ker(u)) = n — p et dim(F) = roun, petr

3.2.1. Justifier pour i £ de sorte que (e,.n,...,en) soit
une base de Ker(u).p quol on peut choisir (e;,ey,...,e,) base de

3.2.2. Quelle est alors Ia dimension de Im(u)?

Im(ziz.s. Pour tout 1 < i < p, on pose Ji = u(e;). Montrer que la famille (f;);<;<, €t une base de

3.2.4. , | i
w e £(F, G())::ro?xpléte la famille précédente de sorte que (f;), <<, soit une base de F. On défini

S {:(q) ::nloiz'Sp,

Montrer que, si Ker(u) C Ker(v), alors v = wo u.
4% partie - Une caractérisation des matrices nilpotentes

4.1. Montrer que si A est une valeur propre (éventuellement complexe) de A, alors, pour tout entier
naturel non nul k, A\ est une valeur propre de A*.

4.2.1. Vérifier que

Tr(K'K) = f:}n:k,?,.

i=1 j=1
4.2.2. Pour deux matrices M et N de Mn(R), on pose
(M,N)=Tr(MTN).
Montrer que I'on définit ainsi un produit scalaire sur M, (R).

4.3. Considérons I'application suivante :

T : Mu(R) — M,(R)*

ol VM € M,(R), Tv(M)=Tr (UM)
Ur— 1y

4.3.1. Montrer que 7" est un isomorphisme.

2. En déduire que, pour toute forme linéaire ¢ € M, (R)*, il existe une unique matrice U & M, (R)

VM € Ma(R), o(M)="Tx (UM).

4 € M, (R). On suppose, dans cette question, que A est nilpotente.

Tournez la page S.V P,
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) 54.:).6. Montrer qQue A= BA_ 4p. A=BA-AB.
9+ On suppose Maintenant qu'il existe une matrice B telle que —'k
::l Montrer aue, pour tout entjer naturel k, BA* — A*B = kA",
5.2, A

?
Quelle condition |4 matrice A* est-elle un vecteur propre de 78
1 déduire que A est nilpotente.

5% Partie - Etude des valeurs propres de 74

: = p M (C) (ce qui
. : artie, méme si la Matrice A est réelle, on la considére comme une matrice de My

€st possible car Mn(R) c M..(C)) y

On prolonge +, oy i

N endomorphjsme 74 de M,,(C) défini par :

Dans cette

VM € Mo(C), Fu(M)= AM - MA.
La Mmatrice A étant réelle, on aq .

e e— i [P ues :
Mettra que 4 et 5, ont les mémes polynsmes caractéristiq

5 l S X'TA =~ X;A’ ‘.‘;-
¥ N 1 \_N B
2 loxleng a e.t B deux valeurs Propres complexes de Aet X € M, 1(C) non nul tel que AX = aX. P
5. %+ Justifier quj) existe upn vecteur Y ¢ Mp1(C), non nul, tel que ATY = BY. » 3
1-2. En calculant A (XYT), mo

'
ntrer que a — 8 est une valeur propre de /4. R

8 A est trigonalisable (dans M, (R)).
t M € Mn(C) non nulle telle que Ya(M) = AM.
1. Montrer que, pour tout k ¢ N,

A"M = M4+ ALY,
5.2.2. En déduire que,
VP € C[X],
Puis que y, (A + Aln) nest pas inversible.
5.2.3. En écrivant

P(AM = MP (A + AL) .

les a; étant complexes et éve

ntuellement égaux (comptés avec leur
indices i et j tels que A = o

3 - Qj.
5.2.4. Si on suppose A trigonalisable (dans M (

R)), 74 est-il trigonalisable (dans M, (R))?
Soit T € M,(R) une matrice nilpotente. M
n

ontrer que le polyndme caractéristique de T est -

On suppose, dans cette question, qu'il existe a € R tel que A — ol

éterminer les valeurs propres (éventuellement complexes) de A.
déduire que 74 est nilpotent.

cette fois que 74 est nilpotent.

n SOit nilpotente.

iner les valeurs propres de 54 et en déduire que A ne possede qu'une seule valeur propre

€ R puis que A — al,, est nilpotente.
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