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Exercice 1.

400 +oo
On pose [y = / e 3% dx et pour tout entier naturel non nul n, I,, = / e 3 dx.
0 0

A 6—395 A 1 1
/ 03T dp — { ] _ - (1 . 6—3,4) 1
0 3], 3 Asroc 3

Q1. a) Soit A>0.On a

. 1
donc I est une intégrale convergente, et Iy = 3
: : _ _ 1
b) Soit n € N. Par croissance comparée on a "2 ** —— 0 donc 2"e " = o | — |.
T—+00 .2?2
1 Hoo
c) Lafonction f, : z + 2™e " est continue positive sur Rt et f,(z) = o — ]et —dz
r—+00 .T2 .T2

est convergente (intégrale de Riemann), d’apreés le critére de négligeabilité U'intégrale I, est
convergente.

Q2. Soient n un entier naturel et A un réel positif. Les fonctions & — ™™ et 2 — e73% sont de
classe € sur R". Une integration par parties fournit

A 41,374 1 A _ Antl 1 A
/ 2" He T dy = [ Te } + (n+1) / a"e " dr = 76_3144-@/ e dr (%)
0 0 0 0

3 3 3 3

n+1

Q3.0n a 3 e 34 ’ > 0 (croissance comparée) et on fait tendre A vers U'infini dans (x), on
- —+o0

obtient pour tout entier naturel n,

Q 4. Raisonnons par récurrence sur n.

1
e Initialisation : Pour n = 0, d’aprés la question Q1) on a [y = 3 donc l'égalité est vraie
pour n = 0.

e Hérédité : Soit n € N, supposons le résultat est vrai pour tout entier n et montrons qu’il est
aussi vrai pour n + 1.

. (n+1) , (n+1) n! (n+1)!
D’aprés Q3), on a I, = T]n’ puis par H R on a I, = 3 X TSl
n!
e Conclusion : Par le principe de récurrence, on a pour tout entier naturel n, I,, = ETrSE

Q5. Soit X la variable aléatoire de densité la fonction f définie par,

0 siz <0
xTr) =
i) %(1 +a)e™  siz >0

1. Professeur agrégé en CPGE - Ibn Timiya Marrakech.
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a) la fonction x — zf(z) est intégrable sur R, en effet : comme les intégrales I; et I sont
convergentes, alors

oo 9 [t 9 [t 9 [t 9
/ xf (z)de = —/ (z+2%)e ™ dr = —/ re 3 dx—l——/ e dr = = (I + Iy)
0 4 Jo 4 Jo 4 Jo 4

est une intégrale convergente, on en déduit que la variable aléatoire X admet une espérance,
et on a

e oo 9 9,1 2 5
B0 = [ af@de= [ @ =)= (54 2) = 15

b) La variable aléatoire X admet un moment d’ordre 2, en effet : comme les intégrales I, et I3
sont convergentes, alors

+o0 9 +o00 9 +o0 9 +o0 9
/ P f(r)dr == / (2 +2%)e " dx = = / e 3 dot= / e dr = = (I, + )
0 4 Jo 4 Jo 4 Jo 4
est une intégrale convergente, on en déduit que la variable aléatoire X admet une espérance,

et on a

144 3 144 144"

V(X)ZE(XQ)—E(X)Q:%(12+[3)_<15_2) %(237+237> 25 1 25 23

Probléme 1.

Pour tout réel strictement positif ¢, on considére les deux fonctions f; et g; qui sont définies sur R par,

_ ot ] 0 siz <0
M= ={ 0,0 150

+oo 2

On rappelle que e T dr =

T
0 2
Dans toute la suite du probléme, on prend ¢ un réel strictement positif.

Partie 1 : Etude d’une variable aléatoire

On rappelle qu'une fonction f de R vers R continue par morceaux est une densité de probabilité si f

est positive sur R, ’ensemble des points de discontinuité de f est une partie finie de R, f est intégrable
“+oo

sur R et f(x)dx = 1.

Q1. a) Soit n € N. La fonction z — 2" f;() est continue positive sur R* et par croissance comparée

+o0
on a 22 fi(x) = 2" e 5 —— 0 (car t > 0) donc 2" fi(x) = o (%) et comme / — dz
T—400 X 1 T
converge (intégrale de Riemann), alors U'intégrale I, est aussi convergente (d’aprés le critére
de négligeabilité).
b) Par le changement de variable u = zv/t (donc du = vtdz), on a

Too 2 too 2 du 1 Too 2 1 T T
I, = e_t2dx:/ 6_2—:—/ e 2du=—X4/==4/—.
’ /0 0 \/Z \/Z 0 \/Z 2 2t

D’ou le résultat.
c) Soit A >0, on a

A et 1 A2
/ etz dr=|— = - (1 — 6_t7>
0 t], ot
A

2 ——— 0, on en déduit que
A—+00

Comme e~

oo 2 42 1
= / rze T dr = lim e T dr = -
0
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Q2. a)

b)

b)

Soit n un entier et w un réel tels que n > 2 et u € [0, +o00|.
u u z2
Comme n > 2, on peut écrire / 2" fi(x)de = / 2" 'ze "2 dx. Les fonctions x +— 2" et
0 0

22
¥ sont de classe €' sur R™. Une integration par parties fournit

T e
u u 12
/ " fi(z) dx :/ 2" e T do
0 0
ERY Ny
_ mn—le 2 + (n ) / xn—26—t% dr
— t
0
n—1 u
—u n—1 .
= ft(u)+( )/ "2 fi(x) do
! t
_un—l _un—l W2
On a ; fi(u) = ; ety — 0 (croissance comparée) et on fait tendre u vers
U—+00

I'infini dans ’égalité de la question précédente, on obtient pour tout entier naturel n > 2,

n—1
I, = I, 5.
/ 2

La fonction g; : R — R est continue positive sur R, montrons qu’elle est intégrable sur R et

+oo
que / gi(z)dz = 1.

o0

+o00o +oo
Comme g; est nulle sur R™, alors / gi(z)de = / g¢(x) dx.
—00 0
Soit A > 0. On a

2

A A P a4 p
/ gt(x) dz = / tre 'z dx = [—e_tT} =l—et7 — 1

A—4o00

+oo
donc g; est intégrable sur R et / g¢(x)dx = 1. Ainsi g; est une densité de probabilité.

— 00

Dans la suite, on note X; une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, .A, P)
admettant g; pour densité.

On a Ft(x) = P(Xt < .T)
Si z <0, alors Fy(x

= 0.
) z z 52 2717 22
Si x > 0, alors Fy(x) = / gi(s)ds = / tse "7 ds = [—e‘tT] =1-e'7.
0 0 0

Ainsi
0 six <0
Fy(z) = g2
l—e"2 siz>0

la fonction x — xg,(x) est intégrable sur R, en effet : d’aprés la question Q1.a) l'intégrale

+oo
I, = / 22 f,(x) dz est convergente, donc
0

“+oo “+oo +00
/ xgi(z)de = / xg(z) de = / ta? fi(x) do = t1,
_ 0 0

[o.¢]
est aussi convergente, on en déduit que la variable aléatoire X; admet une espérance, et on a

400 1 p-

(e}
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d) Montrer que la variable aléatoire X; admet une variance V (X;) et déterminer sa valeur.
La variable aléatoire X; admet un moment d’ordre 2. En effet :
la fonction x — 2%g,(x) est intégrable sur R, car I'intégrale I3 est convergente et

“+oo “+oo
E(X?) = /_ 22 g, (z)de = /0 ta® fy(x) do = t1;

o0
donc la variable aléatoire X; admet une variance V (X;), et on a

T 2 ™ 4 —m
V(X)) =E(X2) — (BE(X))2 =tly — — =t x -], — — =
(X0) = E(X}) = (B(X) =ty — 5, =t x T — 5 = —

e) On a
4—7 | e ¢ 4 — 7
2t 2
-7
5
Q4. Pour tout entier naturel k, on note les deux événements Aj et By, de la facon suivante :

&z@%<xgﬂﬁﬂ ot &:Wﬁﬁ<x<ﬂmﬂ

(X)) =1 e V(X)) =1 <

donc la valeur de t pour laquelle o (X;) = 1 est t =

a) » Ona
2%+l 2%+l 2 21 V2RFT )
P(A) = / gi(x)dx = / tre 7 dz = [—e_tT} — etk <1 _ €—§>
V2k V2k V2k

» De méme

V2k+2 V2k+2 .2 27 V2EF2 ,
P (By) = / gi(z) dx = / tre v dp — [_e—tv] _ k) <€§ _ 1) .

2k+1 2k+1 V2k+1
b) i) Z e est une série géométrique convergente (car 0 < e”* < 1) de somme —, donc
n=0 — €
la série Z P (A,) est convergente de somme
n=0
1—e2 1
Sa(t) = — = -
l—e 14+e72
ii) Montrer que ZIP’ ) est une série convergente et déterminer sa somme.
n=0
—1
Ze_(”+1)t est une série géométrique convergente (car 0 < e~* < 1) de somme —,
n=0 — €
donc la série Z P (B,,) est convergente de somme
n=0
—t t
Su(t) = - (o) r
B pu— = =
1—et et —1  14es

iii) Supposons avoir I’égalité IP’( U A ) = IP’( U B ) %), comme les événements A, (resp

B,,) sont deux a deux mcompatlbles alors S A( ) = Sp(t) (car P est une probabilté),
mais Sy(t) = Sp(t) <= t =0, ce qui est absurde.
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Partie 2 : Calcul d’une integrale impropre

~ (—ta)*
R

Pour tout entier n tel que n > 0 et pour tout réel =, on pose S,(x) = fe(z). Pour tout

k=0
+o0
entier n tel que n > 0, on definit le moment d’ordre n de la fonction f; par, m,, = / z" fi(z) dz, (on

[e.e]

rappelle que m,, dépend de ¢ ).
Q1. Soit £k € N. On a

“+00
Mop1 = / 2 f,(2)dr =0 (car la fonction z — 2 f, () est impaire)
—o0

et

+o00 +o0
Moy = / 2% f,(z) do = 2/ 2? fi(x) dw = 2Ly, (car la fonction z — 2** f,(x) est paire)
_ 0

[ee]

En utilisant la relation de la question Q2.b), on montre (par récurrence) que pour tout k € N :

@k, @K 7
Lo = (Qt)’fk:llo ~ (2t)Fk! \/;

Q 2. Soient a, b et ¢ des réels tel que a > 0.

. _ 2 . .. . ,
» La fonction z — e @ T07%¢) ogt continue positive sur R et par croissance comparée on
. ~(az? —(az? 1 L
a lim z%e~(@ ++9) — 0 (car a > 0), donc e (aa*tbete)  — 5 ) et comme les inté-
r—to0 r—+o0 .2?2

+o00 -1
grales / — dzet / — dx convergent, alors I'intégrale en question est aussi convergente
LT o T
(d’apres le critére de négligeabilité).
» En utilisant la forme canonique du trinéme

b\?> A b\ A
2 f— S _— = _— _ —
ax +bx+c-a(x+2a> ™ (\/55E+2\/a) ™

on obtient,
+ +
/ > e—(a:c2+b:c+c) dr = eﬁ / 006_(\/514_#6)2 dx

[e.e] [e.e]

b
Pour calculer la seconde intégrale on va utiliser le changement de variable s = V2ax + —

V2a

avec ds = V2adz et s - +00 quad xr — +o0.

+00 2 —+00
/ e_(ﬁﬁﬁ) dz = L/ e‘é ds
— o V2a J

1 too 2
=—x2 ez ds < car la fonction s — e~ 2 est paire)

»

—+o00
_ 2 ™ A
D’ou / e (az?+bo+c) doe =,/ —ed.
_ a

oo
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[e.e]

+o0 +o0
Q 3. / e f(z)dr = / e~ (32°+2) 4 est convergente d’aprés la question précédente, et sa

[e.e]

T A t
valeur est 4/ — e4a avec a = 2 b=tet c=0, on trouve
a

noo g Nk noo 4Nk
Q4. Ona Sp(z) = S ]'j") @) = L) S I’Z’) donc
k=0 ’ k=0
: B (_tx)k —tx
Jim S, (0) = fulw) Y~y = e ()

k=

o

- +o0 +oo
/_ e " fi(z)dr = /_Oo n1_13100 Sp(x) dex

[ee]

(S,) est une suite de fonctions continue sur R, converge simplement sur R vers une fonction
continue par morceaux (méme continue), et on a la domination suivante

n

Sl < 3 T 1) < 1) = (o)

k!
k=0

—+00

+oo
avec ¢ continue par morceaux et intégrable sur R car / o(r)dr =2 / e " fi(r) da.
0

—0o0

Donc d’apres le théoréme de convergence dominée

+00 too
/ lim S,(z)dr = lim Sp(z) dz

oo Moo n—+oo J_

' n +o00 (—tzl?)k
:nEToo];/_oo g (@) de

tk
— T E _1\k2_
= n1—1>I-iI-1<>0 ( 1) k'mk

+o00 i tk
= (=) mys
k=0

6. Comme mor,1 = 0, alors
+o00 t2k

—+o00 tk
ka@ =2 mu (2F)!
k=0 k=0

+oo 12k +o0 o0,
Zmzk@ = /_Oo e fi(z) dz = 4 f ¢
k=0

1

. 1 L
=—oua=—=<1donc —e2 dt est convergente.
0 \/E

es 1
\/E t—0 \/E to 2

et donc

3
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8. D’apreés la question Q6) on a :
G| b X 2k
et dt = — Moy, —— dt
/0 Vi /0 Var & Z 2 (2k)!
/ LY
2t kk‘ 2t (2k)!
1 too k—f k—1
t t
/ 3 ¢ / ( * Z 2k1<'>
1 +OO k_,
/ St / e

1+ootk__
:2+/ Z—dt

2k k!
k’—l
Posons, pour k € N* et ¢t € [0,1], hy(t) = S La suite de fonctions (hy)g>1 est continue sur le
segment [0, 1] et la série de fonctions Z hi(t) converge normalement (donc uniformement) sur

k>1
le segment [0, 1], d’aprés le théoréme d’interversion série—intégrale

1 +oo tk__ +o0 tk__ i 1 +oo 1
/ Qkk'd _Z/ o 4= ZQkk'/ tdt = zkk'(k;+ ) z;k!(zkﬂ)zk—l

donc

+o0 +o0o
1 1
L ebdi =2 _
/ ¢ N ; 2k + 1)2F 1 ; K2k + 1201

Partie 3 : Produit de convolution et une transformation

Q1. 11 suffit de montrer que F est un sous-espace vectoriel de € (R, R).

e La fonction nulle est un élément de E car |0] < fi(z) avec M =\ = 1.

e Soit hy,hy € F et a € R, montrons que ahy + hy € E.
On a hy € E donc il existe M; > 0 et A; > 0 tel que Vo € R : |hy(x)| < My fi(Mx).
De méme pour hg, |he(x)| < Msfi(A2x).

lahi(z) + ho(x)| < || My fy(Mx) + My fi(Aox)
< (la| My + My) fi(min(Ag, A2)x)
< Mfi(Ax) avec M = |a|M; + My > 0 et A = min(Ay, Ay) >0

Donc ahy + hy € E, par suite E est un sous-espace vectoriel de €' (R, R).
La fonction f; est continue sur R et Vo € R : | fy(z)| < M fy(A\x) (avec M = A = 1) donc f, € E.
Q 2. Soient ¢ et 1 deux éléments de E. On note ¢ x ¢ 'application définie, pour tout réel z, pour

+o0
lequel l'intégrale existe, par (¢ * ) (z) = / o(u)(x — u) du.

00
“+oo

a) Montrons que l'intégrale / o(u)(x — u) du converge pour tout x € R.

Soit z € R, on a
lp(w)Y(z — u)| < My fr(Mu) M fi( Aoz — u)) < MiMafi(Mu). (car Vo € R,0 < fi(z) < 1)

+00 +oo
Comme l'intégrale fr(Au) du converge, alors / o(u)(x — u) du est absolument

— 00

—0o0
convergente donc convergente. D’oll ¢ % 1 est bien définie sur R.
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b) Par le changement de variable v = x — u, pour tout x € R, on a :

+o0o +o0 +o00
(b)) = / () —) du = / pla—op(e)dv= [ wo)ele—u)dv = (wxo)(a)
Dou ¢x1 =1 x*p.
c) Soit z € R, on a
+oo too t,2
(s )@ = [ ffe—wydu= [l g
e - ;
= / e~ (au+bute) gy, (avec a=tb=—tretc= §x2)

A

eia  (d’apres la question Q2) de la partie 2)

a3

Q) (px0)e) = [ mso(uw(x ) du.

On a pour tout x € R, u — p(u)y(x — u) est continue sur R et

o)t (z —w)| < My fe(Mu) Mafi(Aa(z — u)) < MiMa fi(Muw).

%Jﬁ

La fonction u — MM, f;(Au) est intégrable sur R, donc x — (@ *¢)(x) est continue sur R.
On a aussi

“+oo

() (2)] < My fr(Au) M fi( Ao (2 — u)) du

—00
—+o00

< My M, ft()\u)ft()\(x —u))du (A =min(A, A2) > 0)

M,y My
A _

< ik <ft f)(\)

M1M2 A
ST \Eﬁ (ﬁx)

M, M. Y
ngt()\,x) (avecM: 1)\ 2\/?2066 )\/:—2>O)

< ft( )fi(Ax —v)dv (par le changement v = \u)

Dou ¢px¢ € E.
+00
Q 3. Soit ¢ un élément de E. On définit la fonction @ par p(z) = / e "p(u) du.

a) @ est bien définie sur R. En effet,

¢ 1
ot < dtemertor = (1)
“+oo

Puis par le critére de négligeabilité / e "p(u) du est absolument convergente donc elle
est convergente. -

Ainsi ¢ est bien définie sur R.
b) Posons h(x,u) = e "“p(u).
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» Pour tout u € R, la fonction 2 — h(x,u) est de classe € sur R avec

2
%(z,u) = —ue ™Mp(u) et %(m, w) 281226_“@(@
» Vz € R, les fonctions u — h(z,u) et u— ——(x,u) sont intégrables sur R.

Ox
» Soit x € [a,b], on a
9*h
e

T,u)| =

la fonction v est continue, positive et intégrable sur R.

Donc d’aprés le théoréme de dérivation soue le signe intégrale, @ est de classe €2 sur R, et

on a
—+00

“+oo
() = —/ ue ™o(u)du et P'(x) :/ ule " p(u) du

oo oo

Q4. Soient et ¢ deux éléments de F.

1
a) Onau’®+ (v —u)? = 2u® + 2* — 2zu et VA > 0, 2zu < \u® + XI2 (identité remarquable).

donc VA > 0,
1
u2+(x—u)2>2u2+x2—>\u2—xx2
1
2(2—>\)u2+(1—x)x2
3 .
Pour A = 3 (1 < XA < 2), on obtient,
w+ (r—u)? > lu2 + 1552 > l(u2 + z?)
~ 2 37 73

donc a = - convient.
b) Posons ¢(z,u) = p(u)(z —u). On a
|0(, u)| = [o(u)y(z — u)|

< My Moe 209 e=302=20%  (qyec X = min(Aq, As))
< M1M2€_%>‘2(a("2+x2))

ty\2 2 ty\2 2
= (M8 (apem i)

< o1(u) - po(x)  (avec ¢p et ¢y continues et intégrables sur R)

D’aprés le résultat admis, on obtient

[ ernwan= [ T[T et - i) a
- [T e war)

:/_+oog0(u)< _+Oo¢(a7—u) da:) du

= /+°° o(u) < o P (v) dv) du (par le changement v = x — u)
+o0 +o00
:/_ ¥(v) dv /_ o(u) du

:/_+oog0(x)dx- +oo¢(x)da:
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c) Soit we R. On a

—

i) = [ eprnmu= [ e (f 7 playlu— ) ar) du

(e} [e.e]

“+oo +00
(/ e % p(x)e U (u — x) da:) du

o0

+o0 +o00o
1(z) dex - / po(x)dz (d’aprés Q4.b) de la partie 3)
+o0

e “To(r)dr - / e “"Y(x)(x) dx

—00 —0o0

/
/
= /+oo 1 % po(x) da ( avec p1(z) = e “p(x) et vy = 6_wx¢($))
/
/

= (W) - P(w)

Partie 4 : Une suite de fonctions construite a partir du produit de convolution

+00
On note E; I'ensemble des fonctions ¢ de E telles que (x)dz = 1. Pour toute fonction ¢ de Fj,

on considére la suite (¢,),~, définie par ¢; = ¢ et pour tout entier n > 2, ¢, = ¢_1 * ¢1.
Q 1. Montrons par récurrence sur n € N* que ¢,, € F.

e Pour n =1, ¢; = ¢ € E; vraie.

e Soit n > 2, supposons le résultat vrai jusqu’a 'ordre n — 1.
On a ¢, = ¢,_1 * 91 € E (d’aprés la question Q2.d) de la partie 3), et

+oo —+00 +oo —+00

On(z)d = Gn1 % O1(z)dz = G dx - G1(z)de=1-1=1.

e Conclusion : pour tout entier n > 1, ¢, € Fj.

Q2. Soit n € N* et « un réel. On a bo(z) = ml(x) = o(z) - p(x) = (qg(x))z

Puis par récurrence, on montre que

Dn(T) = b1 % $1(2) = G 1(x) - () = (a(@)".

t
Q 3. Dans cette question, on prend ¢ = (\ / 2—) fi, ou f; est la fonction définie au début du probléme.
T

a) Montrons par récurrence sur n € N* que "3C,,(t), tel que Vo € R, ¢, (x) = C,(t)e 2",

e Pour n =1, ¢1(z) = ¢(z) = \/ge_tm22 et C1(t) = i

2
e Soit n > 2, supposons la propriété vraie jusqu’a I'ordre n — 1. On a
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6u(2) = (dr % 6)(2) = <>cl<>/_°°e—tz<ﬁ—ine e

o0

too ( nt
(&

22
- Cn—l(t)cl(t)/ - 2(n71)u2—(zt)u+t7) du

“+00

—Caan |

¢ 2
6_(au2+bu+c) du avec a = ni7 b= —atetc= tx_
2(n — 1) 2

[e.e]

2
=Ch1(t)Cy(t )\/Eeﬁz (d aprés Q2) partie 2 avec A = -+ = tg—)

n
B [t /27Tn—1
-l 27r

n
« —1
— O, (t)e ' <avecc(t):,/”n C’n_l(t)>
Ona Cu(t) = ) "=Len  done (1) = /"= e = L /L2 /L
S n—1 QOHE Tmll) = n! ! vV or oV ong

(N

e Conclusion : Vn € N*| il existe un réel C,(t), tel que Vo € R, ¢, (z) = C,,(t)e 2.

b) On a
+o0 +oo 3
\f ~Vanr / R N / (i g
2nm 2nm
_ t +oo _(ax2+b:c+c) t \/7
—1/%/_006 dz <aveca—%,b— Euetc-O)
= \/L\/Ee% <d’aprés Q2) partie 2 avec A = - = Eu2)
2nm n
’LL7

donc la constante cherchée est v = 5
4. Soit ¢ un élément quelconque de E;. On pose pour tout entier naturel non nul n,

3

400 +o0
M, = / udp(u)du, Mo = / wron(u)du etV, = M, 2 — Mg,l

o0 o0

a) On a ¢; € F; (d’aprés la question Q1) de la partie 4), donc q/b; est de classe €% sur R (d’aprés
la question Q3.b) de la partie 3)

On en déduit que ¢,, admet un développement limité a ’ordre 2 en 0 donné par

9n() = 9(0) + 6 (O + 55, (0)a? + o(a?)

1
=1— M,z + §Mn,2x2 + o(z?)
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b) On a

= (1 — Mz + % 1725172 + O(xz))n
1
2

n(n —1)

5 M1271x2 + 0(x2)

=1 +n (—me + MLQJIQ) +

1
=1—nM o+ 3 (nMyg +n(n — 1)M7 ) 2* + o(z?)

L’unicité du développement limité donne M, 1 = nMy; et M, o = nM; s+ n(n — 1)M12,1
donc

Vo= M, 2 — ]\427l =nMo+ n(n — 1)M12,1 — n2M1271 =nM o — nMil =nV;

Q5. On suppose de plus dans cette question que la fonction ¢ vérifie M; ; = 0.

On a q/b;(x) = (gzﬁAl(x))n = <1 + %Ml,gxz + 0(3:2))”
donc

975; U\/z = §Z5A1 U\/z = <1 + 1]\41,2u2E 40 (l))n —— exp (M172tu2)
n n 2 n n n—+o0 2
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