Proposition de corrigé : Banque PT — Epreuve C — 2025

Préambule

1
. La fonction t — il est continue et positive sur R et pour tout ¢t € R,
1 < 1
1

+o00
Or / a converge comme intégrale de Riemann donc, par théoréme de comparaison pour les fonctions po-
1

sitives, 'intégrale

+o0
/ 7}5 T est convergente | Le raisonnement est analogue pour la seconde intégrale en
Jo

majorant par la fonction ¢ +— 1/¢.
. On donne le théoréme demandé : étant données une fonction f continue sur ]a, b[ et une fonction ¢ :Ja, 8[—]a, b

bijective, strictement croissante et de classe €, les intégrales fab f(t)dt et ff flp(u))¢' (u)du sont de méme
nature et égales en cas de convergence. Si la fonction est strictement décroissante, le résultat persiste mais il faut
permuter les bornes de la deuxiéme intégrale.

3. On utilise le théoréme de la question précédente dans le cas ou la fonction est strictement décroissante. La

fonction ¢ : ¢ — 1 réalise une bijection de classe €' de R% dans lui-méme, strictement décroissante. Comme

t
oo dt oo ! (t)dt
Jo w1 est convergente, |, PO

/+°° d /+°C O(t)dt /+°° 1 dt 7/+°C 12 t
o 1 Jo e+l 2141 fy 41

+o00 dt +o0o t2
== St |
o BF1 Jy '+l

Partie I

est également convergente et on a :

donc on obtient :

. La fonction h, en tant que quotient de fonctions définies sur R car polynomiales, est définie lorsque son dénomi-
nateur ne s’annule pas. Or le dénominateur est un trinéme du second degré dont le discriminant vérifie 'inéga-

lité : (—v2)2 —4x1x 1= —2 < 0. Ainsi, le dénominateur ne s’annule pas sur R donc | % est définie sur Dy, = R|.

. Soit X un réel positif. En tant que quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas, h est
continue sur R et, compte-tenu de la forme de h, on a directement :

/OX h(t)dt = [m (1‘,2 r1- \/it)}: =In (X2 T1- \/ix)

qui donne, en changeant de variable v = —z sur un segment :

/U h(—t)dt = /7X hudu =1 (X2 +1+VaX) |
0

X

. Soit X un réel positif. On utilise les deux questions précédentes pour obtenir :

X B X X _ X241-V2X
/0 (h(t)+h(7t))dt7/0 h(t)dt+/0 h(ft)dt71n<7X2+1+ﬂX>.

X2+1-v2X

Avec des équivalents, = —
a " XTHITVRX p5teo

1 donc, par composition :

/X(h(t) Fh(—t)dt — 0

0 T>+00

4.

9.

La fonction ¢ est continue sur R comme inverse d'une fonction continue sur R qui ne s’annule pas. En écrivant

V2

(p:t}—)ﬁm,

une primitive de ¢ sur R est :

@t V2 Arctan(v2t — 1) |

. Comme dans la question 1 de la partie I, g est un quotient dont le dénominateur est le méme que h donc g est

définie sur | D, = D,

directement une primitive de g sur R :

=R/ et elle est continue sur cet ensemble comme la fonction h. Comme g = v/2¢, on a

‘G st 2 Arctan(v/2t — 1) ‘

. On a directement, compte-tenu de ’expression de g, pour tout réel positif X :

/OX g(—t)dt = — /7)( g(u)du = — [2 arctan(v/2t — 1)}

0 0

donc

X
/ g(—t)dt = 2arctan(v2X + 1) — il

0

. On a, pour tout réel X positif, comme précédemment :

™

/X (9(t) + g(—t))dt = 2 arctan(vV2X — 1) + g + 2arctan(v2X + 1)
Jo

done, par composition et somme, comme la fonction Arctan tend vers m/2 en 400 :

X
/ (9() + g(—t))dt e 27|,
b @

. Pour tout réel positif ¢, les fonctions étant définies sur R :

2t — /2 2t +/2 V2 V2

() + h(=t) + g(t) + g(—t) = _ N N
OFh=D+90 +9( D = o~ e va  Erl Ve il vE

donc

2 2 G212 (P 1V

h<f’)+h(4’)+g(t)+g(7t>:t2+1—\/§t7t2+1+\/§t: (2 +1-V20) (2 +1+V20)

ce qui s’écrit finalement :

h(t) + h(—t) + g(t) + g(—t) = 4\/5% )

(a) Par définition d’une intégrale généralisée :

+00 t2 X +2
/ S dt=_lim / ———dt.
b tt+1 X—+oo Jy tH+1

Or, avec la question précédente et la linéarité de l'intégrale, pour tout réel positif X :

X 12 1 X 1 X
/0 Jﬁdt:m/o (h(t)+h(—t))dt+m/0 (g(t) + g(—t))dt.

On utilise finalement les limites des questions 3 et 7 de la partie I pour obtenir, par somme :

/m LA S u
—dl = ——= T=——|
o 1 442 2v2
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(b) Avec les questions du Préambule, on a directement :

/+oo dt 7/+oo t2 g = T
o 41 Jy 1 2a

10. On utilise finalement les calculs des questions 3 et 7 de la partie I pour obtenir :
/7 r ! /7 (h(t) + h(—t))dt + —— / (—t))dt
b 1 4v2 ) 42 )

1 b
'zt 1 1/2+171) 1 1
—— =——=In{ ———— | + —= arctan(0) + —= arctan(1 + 1
/0 41 42 (1/2+1+1 22 © 2¢/2 ( )

puis

et finalement

2 arctan2 —In5

f 2
/ t4+1 4v/2

Partie 11

1. (a) Par le théoréme de dérivation terme a terme, les fonctions C et S sont de classe € sur | — R, R| et, pour
tout €] — R, R[, on a :

+o0
Z(n + 1)bpprz™

+oo
C'(2) = (n+Dagaa™ et S'(z) =

n=0 n=0
ce qui donne
+o0 +o00
Z(TL + Dapp12™ = —225(z) = -2 Z byt = -2 Z [
n=0 n=1

done, par unicité du développement en série entiére, on obtient la premiére relation : pour tout entier n non

(4 Dapsr = —2b,—1 ‘ La seconde relation résulte d’un raisonnement analogue en utilisant ’équation
S'(z) = 22C(x).
(b) Avec les relations de la question précédente, pour tout entier n > 3, on a :
2 b 2 2
a -~ p = A3 = — [
i n+1 "t n+iln—1""° n+Dn-1)"""
ce qui s’écrit
4

VneN, nz4, a,=———an_4a}
n(n —2)

(c) Cette hypothése permet de déduire que | tous les coefficients d’indice impair sont nuls ‘

(d) i. Lorsque n est un entier naturel, son reste de la division euclidienne par 4 est 0, 1, 2 ou 3 donc, si r

désigne ce reste, 4 | n — r ce qui signifie qu'il existe p € N tel que our € [0,3].

ii. Soit n € N. S'il existe p € N tel que n =4p+ 1 ou n = 4p + 3, n est impair donc a,, = 0. On suppose
maintenant qu’il existe p € N tel que n = 4p + 2. On a la relation

—4
= gy

Or 0 = 5(0) = by donc az = —by = 0 avec les relations des questions précédentes. Ainsi, par récurrence

immédiate, aqp2 = 0. Finalement, ‘ si 4 ne divise pas n, a, =0 ‘
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()

—
-
=

—
S
a2

On prouve le résultat par récurrence. On a ap = C(0) = 1 = (—1)°/0!. Soit p € N. On suppose que

On a

—4 —4 " (-1)P -1 (-=1)P
a. = Q. = a. = =
WD) T T gy s (4p+2) T dpr4)@dp+2)  (2p)

ce qui s’écrit
,1)]&1

2rp+1)!

et achéve la récurrence. Finalement, pour tout entier p € N :

A4(p+1) =

Soit z un complexe non nul. On a, pour tout p € N :
a4(p+1)z4(p+1>

4 4
|

T+ ap+2)”

qui tend vers 0 lorsque p tend vers +oc. Ainsi, par le critére de d’Alembert (le cas z = 0 étant évident), la

série a4pz4p est absolument convergente pour tout complexe z. Par suite .

On obtient ainsi, pour tout réel x :

oo +o0
=3 g = =r
= A4px = (2

p=0 P

= cos(z?)

et de méme, lorsque z est non nul :

S(z) = —%C’(m) = %23: sin(z?) = sin(z?).

L’égalité S(x) = sin(2?) reste vraie si o est nul, par passage a la limite, car S est continue en 0. Finalement,

pour tout x € R :

‘C’(z) =cos(z?) et S(z)=sin(z?)|

La série E (—1)"2?" g’écrit aussi E
n>0 n>0
et seulement si la valeur absolue de sa raison est strictement inférieure a 1. Or :

|2t <1 <= 2]*<1 <= Jz| <1

donc la série converge si et seulement si |z| < 1.

Le rayon de convergence de la série entiére est donc 1 ‘

Pour tout z €] —1;1[, on a :

+o0 +o0 N 1
_1\n,.4n — g —
r;]( 1> : r;] ( ‘ ) L+at]

+oo
f
/ )n 4ndT

/f
. 14—104

La fonction z +— 14 est bien continue sur {0; %} De plus, pour tout n € N, la fonction z — (—1)

est intégrable sur le segment [0 7] car continue.

Or pour tout n € N :

4/8

. C’est une série géométrique de raison —z*. Elle converge si

ngdn



1 1
vz vz
/ 2 ‘(71)”I4"‘d?£ — / 2 z4"dz
0 0

I:m4n+1 ] 7
dn+1],
o 1
B (V2)4n+1(4n 4 1)

nve <(<\/§1>4)”>
()

et Z s converge (c’est une série géométrique de raison i €] —1,1]) donc on peut intervertir série et

n>0
intégrale :

[ e S [P Eor

n=0 n=0
n +oo n
=3 s | s T
) (4n + 1) V2 g 4r(dn+ 1)
(c) On a d’aprés la question précédente :

1 & !
— = dx.
ﬂ;4”(4u+1) /0 Tra4%

pntlv I
[4n+1]0 Z 4”“ 4n+1)

Il reste & calculer cette intégrale.

1
En effectuant comme dans la partie I le changement de variable z = pona de = 7712dt et donc :

< V2 +oo 42
71 11 t
/Zﬁdag:—/ ﬁ-jdﬁ/ — .
b l+w oo L+ 5 Vi L+t

Or, en reprenant les notations de la partie I, pour tout X € R, on a :

X g2
——dt
_/\/5 1+t

X
= [ 20+ =)+ l0) + o)

[ln(t2 +1-V2t) —In(t2 +1+ \[t)] [2 arctan(v/2t — 1) — 2 arctan(—v/2t — 1)];

1
v At
X
1 2 4+1—+/2t 1 X
=——|In| ——— + —— |2arctan(v/2t — 1) — 2arctan(—v/2t — 1
4\/5{ <t2+1+\/§t Vs 4\/5[ ( ) ( )}\/E
2 _
! In (M) - In (l> + % arctan(v2X — 1) — 1 arctan(—v2X — 1)

T2 o\ xeri+vex ) a2 \B 22

5
— 2arctan(1) 4+ 2arctan(—3)

Quand X tend vers +o0, la limite de l'expression précédente est :

1
w3 (0+ln5+2 §+2 572 Zf2drctdn(3)):7<lno+3f72drctdn3>

1
La valeur cherchée est donc | —= <ln5 + 3; — 2arctan 3) .

42

Partie II1

. 2 —_ . A
1. Soit t € Ret u=1t2 On at?e™" =wue™® — 0 par croissances comparées.
u—r+00

. 2 2 1
Donc t?e=* — 0,donce™® = of=]).
t—+o00 t—+o0

12
2
Done | f;7* e~ dt converge |

2. Pour tout ¢ € [1;+o0] :

donc ‘ ces intégrales convergent ‘
3. Soit X € R%.

X 11

/ cos (t%) dt 7/ 2t cos(t?)dt

| 2/, ¢
X X

1M1, o, 1 1,
=3 [? (sin(t ))]l - 5‘/1 <7t72 sin(t )) dt
1 1 11
=% sin(X?) — 3 sin(1) + 5/1 el sin(t?)dt
—_— ——
XxS70c? constante  converge quand X — +oo d’aprés Q2.
Donc| lim I(X) existe et est finie |
X —+o00
Le raisonnement est en tout point similaire pour J(z) :
X 1 %1
/ sin (¢%) dt = 7/ —2tsin(t?)dt

1 2); ¢

X X
11 ) 1 1 ,
=5 [? (—cos(t ))] o 5/1 (72 cos(t )) dt
1 1 11
=-5% cos(X?) + §cos(1) - 5/1 pcos(t )dt
N——
X 1o constante  copverge quand X — +oo d’aprés Q2.

4. Soit X € R,

X -
D’aprés la question 3, on en déduit que / ¢’ dt a une limite finie quand X — +o0, donc _[;roo et dt converge |.
1

5. On sait que pour tout z € C,

1 0
exp(z) = —.
p(z) = P
n=0
On en déduit que pour tout t € R :
400 [.,0\7
i 3 (it?)
n!
n=0
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. o (P +i)2? (e) On a donc pour tout = € R :

(a) Soit # € R. La fonction ¢ ~— ——5——— est continue sur [0;4-0o[ comme quotient, composée et somme de
. . TN 5e +o00 +o0
fonctions continues. Il reste & étudier la convergence de 'intégrale en +o0o. Pour tout ¢ > 1, on a : F(a) = / ope—(BH)? g — _9po—ia? / PP gt — _9pe—iv’ 2£ _ ‘
0 x
c—(t,2+'i);r2 6—1212 C—L222 1 ’
21 |- T I < o) (f) La fonction f est dérivable sur R* . Montrons qu’elle est continue sur R. On sait que :
A 2, 2
C—(L +'1);r
. . - — — pour tout t € Ry, la fonction = — —5——— est continue sur R comme composée, somme et quotient
donc l'intégrale converge en +oo. On en déduit que | f est définie sur R |. t+i

de fonctions continues ;
(b) Soit z € R strictement positif. On effectue le changement de variable C'' et strictement monotone :

2 : 2
(i)
— pour tout = € R, la fonction ¢ — e est continue sur Ry comme composée, somme et quotient
u=tx. v
de fonctions continues.
Alors du = xdt et De plus, pour tout z € R,
e—(t%z)z? 1 1
+oo +o00 +o00 ; " < - = .
/ e’t%‘]dt = l-/ e’izwzzdt = l/ e’“zdu. 2+ h [t2 + i VI+it
0 ©Jo ©Jo 1 1 1
Or —— ~ — donc ¢t~ ——— est intégrable sur [0; +o0].
+o0 7 B ;
. N . ™ . v/ 4 t—s+oco t / 4
Or on a admis dans ’énoncé que / e du = \/> On obtient donc : 1 th tobeo I+t
0 2 On en déduit, d’aprés le théoréme de continuité des intégrales a paramétres, que | f est continue sur R |.
+00 ity NG De plus, pour tout z € R% , on a :
et g = YT
0 2z

F@) = —vme ™ —[-va|

(c) Soit z € R.

N (#4i)a? D’aprés le théoréme de la limite de la dérivée, on en déduit que ‘ f est dérivable sur Ry |
oo —(t>+i )
/ S lat et Iégalité f'(z) = —y/me~" reste valable pour z = 0.
0 Draprés le théoréme fondamental de I'analyse, il existe donc une constante ¢ € R telle que pour tout x € R :

+oo | = t2a? —ia®
< / | dt T
o 2+ fl@)=—vm [ e ™dt+e.
Jo
+oo —t2a?
i/ L _at Or:
0 \/14»72‘/l oo 00 2 too y2
+o0 - -
2, 0)= ———dt = e dt = —dt
< /U et 1) /0 I, /0 (CEDIGCED) /U 11
+o00 2 +o00
t 1
_VE :/ — dtﬂ:/ = i = (1)
oo Jo o tt+1 Jo tt+1 2V2 22 2v2
Donc par encadrement, Done pour tout » € R, " ) .
— 0] (@)= V7 [ e Wdt+ —=(1—i
— fla) =~ [ 2
(d) Soit €,a € R} tels que € < a. done

C e 1 VT :
On sait que : /0 e 'dtzfﬁ (w)Jrﬁ(lft).

—(t24i)a2 |
Pour tout ¢ € Ry, z — % est C'' comme quotient, composée, somme de fonctions C!, et sa De plus, d’aprés la question 6e, f(z) :) 0. don
N .

dérivée est s —2ze— (£ +1)2” ;

+o0 p
(e _ / car= YT (1),

pour tout = € [e;al, t > “—p7— est intégrable (question 6a); 0 2v2
— pour tout t € Ry, t — —2ze~("+)7* st continue sur le;a). On en déduit ; 400 , +oo , T N
.al cos(t dtfi/ sin(?)dt = —i—
De plus, pour tout = € [¢;a] : /0 ) 0 ) 272 2V2

gpe-(E+i)r? 12| | —a?| o 22 et en identifiant les parties réelles et les parties imaginaires :

_9ze = =2z |e <2a-e

: 1
De plus, t — 20" est intégrable sur [0; +oo[ car 27 = o ( )
t—+o0

T st = VT ™ () = YT
/U cos(t%)dt = 23 et /0 sin(t¥)dt =

2
D’aprés le théoréme de dérivation des intégrales & parameétres, f est dérivable sur [e; al. donc - -
Comme cela est vrai pour tous €,a € R%, on en déduit que ‘ f est dérivable sur R*. ‘ / C(t)dt = ﬁ et / S(t)dt = ﬁ X
0 22 0 22
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